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УДК 681.2.08 

П. П. Завьялов, А. А. Шатов 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УГЛОВОГО УСКОРЕНИЯ 

ПОВОРОТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ РАКЕТНЫХ КОМПЛЕКСОВ 

ПРИ НАЗЕМНЫХ ИСПЫТАНИЯХ 

Рассмотрена задача определения углового ускорения поворотных элементов ракетных ком-
плексов при наземных испытаниях, которая при составе измерителей, обеспечивающем доста-
точно простое исполнение системы измерений, является плохо обусловленной. Приведена мето-
дика ее решения. 

Розглянуто задачу визначення кутового прискорення поворотних елементів ракетних комплек-
сів під час наземних випробувань, яка при складі вимірників, що забезпечує досить просте виконан-
ня системи вимірювань, є погано обумовленою. Наведено методику її розв'язання. 

The paper considers the task of determination of angular acceleration of rotary elements of rocket sys-
tems during ground tests, which, at the composition of meters ensuring simple enough measurement system 
embodiment, is poorly conditioned. The technique of its solution is presented. 

Введение 

При создании ракет и ракетных ком-

плексов проводится отработка их отдель-

ных элементов, таких как, например, стрела 

установщика ракеты или кантователь спут-

никового отсека ракеты. Она включает в 

себя поворот указанных объектов от гори-

зонтального, начального, положения до 

вертикального. Угол положения объекта α 

изменяется при этом от 0 до 90
о
. Задачу 

контроля нагрузок на механизмы поворота 

этих объектов необходимо решать при всех 

значениях угла. 

При известных инерционных характери-

стиках объекта задача сводится к измере-

нию углового ускорения объекта ε или 

определению его путем пересчета измере-

ний других параметров. Максимально до-

пустимое значение углового ускорения, 

контролируемое в процессе поворота, со-

ставляет обычно 2,5‒5,0 
о
/с

2
. Допустимая 

погрешность контроля этой величины ∆ 

регламентируется в технической докумен-

тации на объект, имея значение 0,25‒0,5 
о
/с

2
, 

на метрологический порядок меньше самой 

контролируемой величины. 

В первом случае (измерений) в качестве 

измерителя могут быть использованы раз-

личные датчики углового ускорения, 

например датчик фирмы Colombia Models ‒ 

SR-220NP. Однако решение задачи таким 

способом имеет следующие недостатки: 

‒ погрешность датчиков углового уско-
рения превышает, как правило, указанную 
допустимую погрешность; 

‒ помимо контроля углового ускорения 
необходимо в отдельных случаях знать те-
кущее угловое положение объекта, которое 
определяется путем интегрирования угло-
вого ускорения; точность получаемых ре-
зультатов оказывается в этом случае недо-
статочной; 

‒ использование измерителя углового 
положения дополнительно с датчиком уг-
лового ускорения приводит к затруднениям 
в основном конструктивного характера. 

Конечное положение объекта по завер-
шении поворота фиксируется концевым 
выключателем, поэтому контроль текущего 
углового положения носит факультативный 
характер. Допустимая погрешность кон-
троля принимается обычно не менее 1

о
. 

Во втором случае (пересчета) примене-
ние трехкомпонентного измерителя линей-
ного ускорения a позволяет определять од-
новременно и угловое ускорение, и угловое 
положение. В качестве такого измерителя 
предлагается использовать датчик фирмы 
Spectrum Sensors&Controls ‒ 35203B-R001, 
который имеет диапазон измерений 10 м/с

2
 

и предельную погрешность 0,2% диапазона 
измерений ∆a = 0,02 м/с

2
 при условии учета 

влияния на него температуры окружающей 
среды. 
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Схема установки датчика в плоскости 

разворота объекта и расположения векто-

ров линейных ускорений, измеряемых дат-

чиком, называемая схемой измерений, при-

ведена на рис. 1. На схеме указаны следу-

ющие обозначения: 

 OXYZ – система координат, связанная 

с объектом (в начальном положении объек-

та ось OX расположена в горизонтальной 

плоскости, ось OY направлена вертикально, 

ось OZ перпендикулярна плоскости пово-

рота, дополняет систему до правой); 

 OXoYoZo – неподвижная система коор-

динат (связанная система координат на 

начальный момент разворота объекта); 

 OXдYдZд – система координат датчика 

(измерительные оси датчика OXд, OYд, OZд 

направлены параллельно осям связанной 

системы координат); 

 α – угол между осями ОХо и ОХ, зада-

ющий положения объекта в процессе его 

поворота; 

 r ‒ расстояние от датчика до оси пово-

рота объекта; 

 τ – вектор тангенциального линейного 

ускорения точки установки датчика; абсо-

лютная величина вектора τ = |τ| = ε∙r; 

 w – вектор, обратный вектору гравита-

ционного ускорения. 

 
Рис. 1. Схема измерений 

По конструктивным соображениям дат-

чик устанавливают на объекте в наиболее 

простом варианте ‒ в горизонтальной плос-

кости системы координат, связанной с объ-

ектом, с вертикальным положением оси 

OYд в исходном положении объекта. До-

статочно большие размеры объекта позво-

ляют установить датчик на расстоянии r 

порядка 25 м от оси поворота объекта. 

Постановка задачи 

Таким образом, задача заключается в 
определении параметров углового положе-
ния объекта по измерениям датчика линей-
ных ускорений. Определяемыми парамет-
рами являются: угол поворота объекта α, 
угловое ускорение поворота ε. Измеряемы-
ми параметрами ax, ay являются показания 
датчика по осям ОХд, ОУд. Измерение az по 
оси ОZд используется только для контроля 
правильности установки датчика по усло-
вию az ≈ 0 c заданной погрешностью кон-
троля. 

Уравнения измерений, выражающие за-
висимость измеряемых параметров от па-
раметров, подлежащих определению, име-
ют в соответствии с рис. 1 следующий вид: 

ax = g∙sinα;       (1) 

ay = g∙cosα + εr,  где g = |w| = 9,8 м/с
2
. 

Постановку задачи в виде (1) будем 
называть исходной. 

Решение задачи заключается в выраже-
нии искомых параметров α, ε через измеря-
емые параметры ax, ay путем обращения 
уравнений (1): 

α = arcsin(ax/g);    (2) 

ε = (ay – (g
2
 - ax

2
)
½
)/r при условии 

g
2
 - ax

2
 ≥ 0.      (3) 

Однако полученное решение является 
удовлетворительным не на всем участке 
поворота. Чтобы убедиться в этом, доста-
точно выразить вариации определяемых 
параметров через вариации измеряемых: 

dα = (g∙cosα)
-1

∙dax;    (4) 

dε = (day + tgα∙dax)/r. 

Из этих выражений следует, что при  

α → 90
о
 (объект принимает вертикальное 

положение) малые ошибки измерений при-

водят к недопустимо большим погрешно-

стям в определяемых параметрах. Такие 

задачи, чувствительные к малым ошибкам 

входных данных, называются плохо обу-

словленными [1]. В этом случае решение 
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задачи требует дополнительных мер по 

улучшению ее обусловленности до прием-

лемого уровня, при котором погрешности 

определения искомых параметров меньше 

допустимой погрешности их контроля. 

Улучшение обусловленности таких за-

дач в отдельных случаях возможно путем 

модификации измерительного комплекса, в 

частности путем добавления измерителей. 

При использовании двух датчиков, когда 

второй датчик устанавливают аналогично 

первому, но на расстоянии ρ от оси поворо-

та, уравнения измерений и вариаций пара-

метров представляются с использованием 

соотношения (1) и рис. 1 в виде 

(ax1+ ax2)/2 = g·sinα, при α < 45
o
; 

ρ∙ay1 – r∙ay2 = g∙(ρ - r)∙cosα, при α > 45
o
; 

ay1- ay2 = ε∙(r - ρ);    (5) 

dα = (dax1+ dax2)/(2gcosα), α < 45
o
; 

dα = (ρ∙day1-r∙day2)/(g(r-ρ)sinα), α > 45
o
; 

dε = (day1- day2)/(r-ρ), 

где индексы 1 и 2 обозначают соответ-

ственно первый и второй датчики. 

Из соотношений для вариаций dα и dε 

видно, что проблемы плохой обусловлен-

ности в данном случае не возникает. Одна-

ко имеются недостатки. Во-первых, второй 

датчик в целях обеспечения требуемой 

точности определяемых параметров нужно 

устанавливать ближе к оси поворота. А это 

не всегда конструктивно возможно. Во-

вторых, увеличивается стоимость системы 

измерений, поскольку существенную ее 

часть составляет именно стоимость датчи-

ка. Поэтому этот метод может оказаться 

неприемлемым. 

Моделирование измерений 

Разработку методики решения задачи и 

проверку предложений по улучшению обу-

словленности задачи целесообразно прове-

сти с использованием моделированной ин-

формации. Для этого вначале были получе-

ны номинальные значения измеряемых па-

раметров aнx, aнy посредством соотношений 

(1) по результатам моделирования процесса 

поворота объекта по времени: 

dα/dt = ω;      (6) 

dω/dt = ε, 

где ω – угловая скорость поворота; t – те-

кущее время поворота; ε = 0,4584 
о
/с

2
 при 

α< 9
o
; ε = 0,2∙(α – 9)/3 

о
/с

2
 при 9

o 
<α < 12

o
 

(увеличение угловой скорости поворота до 

требуемой); ε = 0 при 12
o 

<α < 77
o
 (поворот 

с постоянной угловой скоростью); 

ε = -0,4584∙(α – 77)/3 
о
/с

2 
 при 77

o
<α< 80

o
; 

ε = -0,2 
о
/с

2
 при  80

o
<α< 90

o
 (уменьшение 

угловой скорости до 0 к концу поворота). 

Текущие значения номинальных опреде-

ляемых параметров αн, εн приведены на 

графиках рис. 2. Там же приведена вариа-

ция δε согласно (4) при ошибках измерений 

δax= δay = 0,02 м/с
2
, равных ∆a, как степень 

обусловленности задачи в исходной ее по-

становке. 

 
Рис. 2. Графики номинальных значений 

определяемых параметров при решении 

исходной задачи 

Моделированные измерения получаются 

при добавлении ошибок к номинальным 

измерениям. При этом необходимо учесть, 

что ошибки измерений типа «белого шума» 

усредняются или фильтруются в процессе 

оценки искомых параметров, что способ-

ствует в какой-то мере улучшению обу-

словленности задачи. Наиболее опасной в 

этом плане является медленноменяющаяся 

ошибка измерений. Поэтому моделируемые 

ошибки задавались постоянными, как гра-

ничные значения случайной погрешности 

реальных измерений, равными по величине 

предельной погрешности измерителя ∆a. 

Добавление моделируемых ошибок осу-

ществлялось в двух крайних вариантах: 
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 «+», добавляются δax
+
 = +∆a

 
и δay

+
 = +∆a;  

 «-», добавляются δax
-
 = - ∆a 

 
и  δay

-
 = -∆a. 

Полученные моделированием измерения 

использовали для решения исходной зада-

чи. Искомые параметры углового положе-

ния объекта (α
+
, 

+
 и α

-
, 

-
), отвечающие ва-

риантам «+» и «-», находили в этом случае 

по соотношениям (2). 

В качестве меры обусловленности рас-

сматриваемой задачи были приняты пре-

дельные погрешности определяемых пара-

метров ‒ разности искомых параметров, 

полученных по моделированным измере-

ниям, и их номинальных значений. Указан-

ные погрешности α
+
 = |α

+
- αн|, 

+
 = |

+
- н| 

и α
-
 = |α

-
 - αн|, 

-
 = |

-
 - н| в сравнении с 

допустимыми погрешностями контроля па-

раметров ∆α и ∆ приведены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Графики предельных погрешностей 

определяемых параметров при решении 

исходной задачи 

Представленные графики иллюстрируют 

плохую обусловленность задачи в исход-

ной постановке в окрестности α = 90
о
. По-

грешности определения  и  при повороте 

объекта на 86
о
 (29 с) становятся больше до-

пустимых значений, а при дальнейшем уве-

личении α устремляется к недопустимо 

большим величинам. Точнее говоря, пара-

метры α и  при t > 31с (α > 88
o
), когда 

условие (3) не выполняется, вообще не 

определены, поскольку в этом случае изме-

рения ax не используются в расчетах. 

Методика решения задачи 

Рассматриваемая задача во многом ана-
логична так называемым некорректным за-
дачам, которые характеризуются тем, что 
имеют не одно, а множество решений [2]. 
Для выбора правильного решения некор-
ректных задач привлекают дополнитель-
ную, априорную, информацию. Методы 
решения таких задач широко применяются 
в практике вычислений. Проблема решения 
этих задач и задачи, рассматриваемой в 
статье, фактически одна и та же – неопре-
деленность получаемых решений. Поэтому 
для улучшения обусловленности рассмат-
риваемой задачи предлагается воспользо-
ваться методами решения некорректных 
задач. 

Эти методы достаточно разработаны в 
случае линейной постановки задачи. По-
этому для реализации указанного предло-
жения необходимо перейти к линейной по-
становке исходной задачи. Для этого си-
стема уравнений (1) дополняется соотно-
шением 

sinα∙sinαо+cosα∙cosαо=cos(α– о) 

и вместо α вводятся новые искомые пара-
метры s=sinα и c=cosα. То есть дополни-
тельное уравнение измерений принимает 
следующий вид: 

so∙s + co∙c = e, 

где e = 1 - (α-αo)
2
/2 + 0((α-αo)

2
). 

Угол αo отмечает положение объекта, 
определенное в предыдущем цикле алго-
ритма вычислений, выполняемых системой 
измерения. В качестве so и co используются 
соответствующие значения из предыдуще-
го цикла вычислений. 

Длительность цикла вычислений и угло-
вая скорость поворота, реализуемые на 
практике, имеют значения порядка 0,01 с и 
0,05 рад/с. Это позволяет принять параметр e 
в качестве измеряемого, полагая, что e = 1 с 
пренебрежимо малой погрешностью изме-
рений  (α-αo)

2
/2 ≈ 0,125∙10

-6
. 

Уравнения измерений становятся линей-
ными: 

z = H∙x ;       (7) 

где z = (ax, ay, 1)
т
; x = (s, c, ε)

т
; 
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Решение задачи сводится к обращению 

матрицы H: x = H
-1

∙z. 

Задача в постановке (7) по сути не отли-

чается от исходной и потому не становится 

обусловленной. Причина этого кроется в 

том, что det(H) = -gr∙co → 0 при α → 90
о
. 

Поэтому результаты ее решения по модели-

рованной информации фактически те же са-

мые, что и при исходной постановке (рис. 4). 

Только графики погрешностей определяе-

мых параметров в окрестности α = 90
о
, вы-

ражая неопределенность параметров, при-

нимают флуктуационный характер с боль-

шим размахом значений  параметров вслед-

ствие det(H) ≈ 0 и отсутствия условия, ана-

логичного (3). При этом размах значений на 

графике ограничен программно в целях со-

блюдения масштаба, принятого на рис. 3. 

 
Рис. 4. Графики предельных погрешностей 

определяемых параметров при решении 

линеаризованной исходной задачи 

Для решения задачи (7) воспользуемся 

теми из указанных методов, которые осно-

ваны на привлечении априорной информа-

ции о параметрах как измеряемых, так и 

определяемых, в дополнение к измеритель-

ной информации. В качестве таковой предла-

гается использовать следующие положения: 

1. Искомые значения параметров не 

должны сильно отличаться от значений, 

полученных в близлежащей точке траекто-

рии в предыдущем цикле вычислений. Дру-

гими словами, эти величины могут быть 

использованы как измерения с определен-

ным весом. 

2. Значение такого веса зависит от ста-

бильности поведения параметра. Наиболее 

нестабильным из параметров поворота яв-

ляется угловое ускорение εo вследствие его 

динамичности и возможных случайных 

возмущений в штатной циклограмме пово-

рота. На участках нестабильности вес из-

мерений должен уменьшаться. 

3. Плохая обусловленность задачи при 

α→90
о
 проявляется, судя по соотношениям 

оценки погрешности (3), при наличии оши-

бок только в измерениях параметра ax (по 

оси ОXд). В целях нейтрализации этих 

ошибок следует принять значение относи-

тельного веса измерений ax меньше, чем 

измерений ay. 

4. Обусловленность задачи ухудшается 

до недопустимого уровня пропорционально 

величине tgα (см. параметр δε на рис. 2). 

Поэтому указанный вес должен иметь со-

ответствующий закон изменения с увели-

чением угла поворота. 

5. Относительный вес измерения e = 1 

следует принимать достаточно большим 

ввиду его исключительной точности. 

Согласно положению 1 количество из-

меряемых параметров увеличилось до ше-

сти: z1 =nx; z2 =ny; z3 =1; z4 =so; z5 =co; z6 =εo. 

Вследствие этого задача становится пере-

определенной, что позволяет использовать 

для расчета искомых параметров метод 

взвешенных наименьших квадратов (МНКв). 

Тогда учет априорных данных сводится к 

назначению относительных весов измере-

ний – vi, i = 1‒6. Согласно положениям 2‒5 

значениями весов принимаются величины 

соответственно: 

v1 = cosαo; v2 = 1; v3 = 100; v4 = 1; v5 = 1; 

v6 = 0,5/(1+2|έ|)
2
, 

где έ=(ε-εо)/dt, dt=0,01 с.              (8) 

С учетом изложенного уравнения изме-

рений принимают следующий вид: 

z = H∙x ,      (9) 

где  z = (ax, ay, 1, so, co, εo)
т
;  x = (s, c, ε)

т
;  
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. 

Искомые параметры определяются соот-

ношением 

x = (H
т
VH)

-1
∙H

т
V∙z,   (10) 

где V – диагональная матрица с весами v1‒6 

на диагонали. 

Угол поворота объекта вычисляется по 

формуле  α = argsin(s). 

Результаты решения задачи методом 

МНКв при таком же моделировании изме-

ряемых параметров, как и в исходной зада-

че, представлены на рис. 5 в виде графиков 

погрешностей определяемых параметров – 

α
+
 = |α

+
– αн|, 

+
 = |

+
– н| и α

-
 = |α

-
– αн|, 

-
 = 

= |
-
 – н| ‒ в сравнении с их допустимыми 

погрешностями контроля ∆α и ∆. 

 
Рис. 5. Графики предельных погрешностей 

определяемых параметров при решении 

линеаризованной задачи методом МНКв 

Погрешности определяемых параметров в 

основном не превышают допустимых значе-

ний, за исключением погрешности углового 

ускорения δε
+
 на участке t > 29 c (α > 81

o
). 

Превышение незначительное. То есть иско-

мые параметры являются определенными, и 

задача при решении методом МНКв стано-

вится в достаточной мере обусловленной. 

Тем не менее вопрос о доведении точности 

до требуемых значений остается. 

Для решения вопроса необходимо отме-

тить, что плохая обусловленность задачи в 

исходной постановке проявляется только 

при α ≈ 90
о
. Другими словами, ось ОХд дат-

чика не должна достигать вертикального 

положения по завершении поворота объек-

та. Для этого предлагается установить дат-

чик на объекте смещенным по дуге поворо-

та объекта вниз на угол γ так, чтобы ось 

ОYд по-прежнему оставалась касательной к 

дуге поворота, как это указано на рис. 6. 

 
Рис. 6. Схема установки датчика 

на объекте со смещением датчика 

 

Выбор значения углового смещения дат-

чика γ в конкретной ситуации обусловлен 

двумя факторами. С одной стороны, из 

графиков рис. 5 следует, что с увеличением 

угла γ погрешности определяемых пара-

метров уменьшаются. С другой стороны, 

значение углового смещения чаще всего 

ограничено конструкцией объектов в пре-

делах 20
о
. Значение угла принимается та-

ким, чтобы он был достаточно малым, а 

предельные погрешности определяемых 

параметров не превышали своих допусти-

мых границ ∆, ∆. 
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Рис. 7. Графики предельных погрешностей 

параметров, определяемых методом МНКв, 

при угловом смещении датчика 

на объекте на 10
о
 

В рассматриваемом случае, судя по по-

ведению погрешностей определяемых па-

раметров (рис. 5) в районе t ≈ 29 c (α ≈ 81
o
), 

указанную величину можно принять рав-

ной 10
о
. Проверка по моделированным из-

мерениям, полученным при γ = 10
о
, резуль-

таты которой приведены на рис. 7, показы-

вает правильность этого выбора. 

Выводы 

Рассмотренная задача определения угло-

вого ускорения поворотных элементов ра-

кетных комплексов при наземных испыта-

ниях по измерениям датчика линейных 

ускорений в ее исходном виде (1), (2) явля-

ется плохо обусловленной. Для ее решения 

требуется улучшение обусловленности до 

приемлемого уровня. Решение задачи осу-

ществляется путем использования метода 

взвешенных наименьших квадратов (9), 

(10) с весами измерений, назначенными в 

соответствии с дополнительной априорной 

информацией о параметрах как измеряе-

мых, так и определяемых. При этом датчик 

при установке на указанных объектах дол-

жен быть смещен по дуге поворота объекта 

вниз так, чтобы ось ОYд по-прежнему оста-

валась касательной к дуге поворота, как это 

указано на рис. 6. 

Для рассмотренной схемы измерений и 

установки датчика на объекте значения ве-

сов измерений (8) и угла смещения датчика, 

принятые по результатам моделирования, 

обеспечили определение углового ускоре-

ния и угла поворота объекта с погрешно-

стями, не превышающими допустимую по-

грешность контроля этих параметров. Эти 

значения рекомендуются к применению. 

Для объектов, имеющих схему измере-

ний и установки датчика, отличную от рас-

смотренной, рекомендованные веса изме-

рений и угол смещения датчика должны 

уточняться по результатам предложенного 

моделирования для конкретной ситуации. 
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