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МЕТОДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ  

НА НАЧАЛЬНОМ ЭТАПЕ ПРОЕКТИРОВАНИЯ  

ПРОЕКТНЫХ ПАРАМЕТРОВ, ПАРАМЕТРОВ ТРАЕКТОРИИ  

И ПРОГРАММ УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ РАКЕТНОГО ОБЪЕКТА 

Сформулированы основные научно-методические положения по проектированию одноступен-
чатых управляемых ракетных объектов с маршевыми ракетными двигателями на твердом топ-
ливе, предназначенных для доставки полезной нагрузки в заданную точку пространства с требу-
емыми значениями кинематических параметров движения. Цель статьи – разработка методиче-
ского обеспечения для оптимизации на начальном этапе проектирования основных характери-
стик управляемого ракетного объекта, включающая в себя формализацию комплексной задачи 
оптимизации проектных параметров, параметров траектории и программ управления движением 
управляемого ракетного объекта, который может осуществлять полет по баллистической, 
аэробаллистической или комбинированной траекториям. Задача сформулирована как задача тео-
рии оптимального управления с ограничениями в виде равенств, неравенств и дифференциальных 
связей. Предложен подход к формированию программ управления движением в виде полиномов, ко-
торый позволил свести задачу теории оптимального управления к более простой задаче нели-
нейного математического программирования. При расчетах параметров траекторий управляе-
мый ракетный объект рассматривался как материальная точка переменной массы, при этом ис-
пользовалась система уравнений движения центра масс управляемого ракетного объекта в про-
екциях на оси земной системы координат. Приведены структура математической модели и по-
следовательность расчета целевого функционала, которые применялись при оптимизации про-
ектных параметров, программ управления и основных характеристик управляемого ракетного 
объекта. Математическая модель управляемого ракетного объекта позволяет с приемлемой для 
проектных исследований точностью определять: габаритно-массовые характеристики управля-
емого ракетного объекта в целом и входящих в его состав подсистем и элементов; энергетиче-
ские, тяговые и расходные характеристики маршевого двигателя; аэродинамические и баллисти-
ческие характеристики управляемого ракетного объекта. Апробировано разработанное методиче-
ское обеспечение на примерах решения проектных задач. Рассмотрены программные приложения 
для представления в удобной для пользователя форме результатов исследований. 

Ключевые слова: комплексная задача теории оптимального управления, задача нелинейного ма-
тематического программирования, маршевый ракетный двигатель на твердом топливе, ограничения 
на параметры движения и основные характеристики объекта. 

Сформульовано основні науково-методичні положення щодо проектування одноступеневих ке-
рованих ракетних об’єктів з маршовими ракетними двигунами на твердому паливі, призначених 
для доставляння корисного навантаження в задану точку простору з необхідними значеннями кі-
нематичних параметрів руху. Мета статті – розроблення методичного забезпечення для оптимі-
зації на початковому етапі проектування основних характеристик керованого ракетного об’єкта, 
до складу якого входить формалізація комплексного завдання оптимізації проектних параметрів, 
параметрів траєкторії та програм керування рухом керованого ракетного об’єкта, який може 
здійснювати політ балістичною, аеробалістичною або комбінованою траєкторіями. Задачу сфор-
мульовано як задачу теорії оптимального керування з обмеженнями у вигляді рівностей, нерівнос-
тей і диференційних зв’язків. Запропоновано підхід до формування програм керування рухом у ви-
гляді поліномів, який дав змогу звести задачу теорії оптимального керування до простішої задачі 
нелінійного математичного програмування. Під час розрахунків параметрів траєкторій керований 
ракетний об’єкт розглядали як матеріальну точку змінної маси, при цьому використовували сис-
тему рівнянь руху центру мас керованого ракетного об’єкта у проекціях на осі земної системи ко-
ординат. Наведено структуру математичної моделі та послідовність розрахунку цільового функ-
ціонала, які застосовували для оптимізації проектних параметрів, програм керування й основних 
характеристик керованого ракетного об’єкта. Математична модель керованого ракетного 
об’єкта дає змогу з допустимою для проектних досліджень точністю визначати: габаритно-масові 
характеристики керованого ракетного об’єкта в цілому та підсистем і елементів, що входять до 
його складу; енергетичні, тягові та витратні характеристики маршового двигуна; аеродинамічні 
та балістичні характеристики керованого ракетного об’єкта. Апробовано розроблене методичне 
забезпечення на прикладах розв'язання проектних задач. Розглянуто програмні додатки для по-
дання у зручній для користувача формі результатів досліджень. 
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Ключові слова: комплексна задача теорії оптимального керування, задача нелінійного математи-
чного програмування, маршовий ракетний двигун на твердому паливі, обмеження на параметри руху й 
основні характеристики об’єкта. 

The main scientific and methodological propositions for designing single-stage guided missiles with 
main solid rocket motors that are intended for delivering payload to the given spatial point with required and 
specified kinematic motion parameters are defined. The aim of the article is to develop methodology for the 
early design phase to improve the basic characteristics of guided missiles, including formalization of complex 
problem to optimize design parameters, trajectory parameters and motion control programs for guided mis-
siles capable of flying along the ballistic, aeroballistic or combined trajectories. The task is defined as a prob-
lem of the optimal control theory with limitations in form of equality, inequality and differential constraints. An 
approach to program forming is proposed for motion control in the form of polynomial that brings the problem 
of the optimal control theory to a simpler problem of nonlinear mathematical programming. When trajectory 
parameters were calculated the missile was regarded as material point of variable mass and the combined 
equations for center-of-mass motion of the guided missile with projections on axes of the terrestrial reference 
system were used. The structure of the mathematical model was given along with the calculation sequence 
of criterion functional that was used for optimization of design parameters, control programs and basic char-
acteristics of the guided missile. The mathematical model of the guided missile provides adequate accuracy 
for design study to determine: overall dimensions and mass characteristics of the guided missile in general 
and its structural components and subsystems; power, thrust and consumption characteristics of the main 
engine; aerodynamic and ballistic characteristics of the guided missile. The developed methodology was 
tested by solving design problems. Applications of the developed program were studied to present the re-
search results in a user-friendly form.  

Keywords: complex problem of the optimal control theory, problem of nonlinear mathematical program-
ming, main solid rocket motor, limitations for motion parameters and basic characteristics of the object.  

Введение 

Одним из важных этапов разработки вы-

сокоточного ракетного вооружения являет-

ся создание методического обеспечения для 

системного анализа и оптимизации прин-

ципиальных схем, проектных параметров, 

параметров траекторий и программ управ-

ления движением ракетных объектов [1]. 

Характерной особенностью современ-

ных управляемых ракетных объектов 

(УРО) является использование баллистиче-

ских, аэробаллистических и комбиниро-

ванных траекторий. 

Управление ракетными объектами в по-

лете осуществляется с помощью рулевых 

приводов по командам, формируемым ин-

тегрированной инерциально-спутниковой 

системой управления.  

Проектирование, разработка и создание 

УРО различного назначения связано с 

большими затратами материальных, фи-

нансовых и технических ресурсов [2–4]. 

Необходимость снижения этих затрат на 

начальном этапе проектирования УРО 

предъявляет повышенные требования к 

формализации проектных задач, методам 

их решения, адекватности используемых 

математических моделей, качеству прини-

маемых проектных решений. Следует от-

метить, что нерациональные решения, при-

нятые на начальном этапе проектирования, 

приводят к снижению эффективности вы-

полнения поставленных перед УРО целе-

вых задач, росту затрат и увеличению сро-

ков его создания [5, 6], что определяет ак-

туальность рассматриваемой проблемы. 

Поэтому особое значение приобретает 

разработка методического обеспечения, 

позволяющего на начальном этапе проек-

тирования с необходимой для проектных 

исследований точностью определять опти-

мальные значения основных проектных па-

раметров УРО, параметров траектории, 

программы управления движением на раз-

личных участках траектории, габаритно-

массовые, энергетические, аэродинамиче-

ские и баллистические характеристики 

УРО. 

При этом оптимальным проектом УРО 

среди множества возможных альтернатив-

ных вариантов следует считать тот, кото-

рый обеспечивает наивысшее значение це-

левого функционала с учетом технико-

экономических показателей, характеризу-

ющего качество проектирования УРО, 

остальные показатели эффективности долж-

ны либо достигать заданных значений, либо 

находиться в требуемом диапазоне. 

Целью статьи является формализация 

комплексной задачи совместной оптими-
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зации проектных параметров, параметров 

траектории и программ управления дви-

жением ракетного объекта, который мо-

жет совершать полет по баллистической, 

аэробаллистической и комбинированной 

траекториям. Предложен подход к фор-

мированию программ управления движе-

нием УРО на различных участках траек-

тории в виде полиномов, который позво-

лил свести комплексную задачу теории 

оптимального управления [7–9] к задаче 

нелинейного математического програм-

мирования [10–14]. 

В качестве УРО далее рассматривается 

одноступенчатый УРО с работающей на 

твердом ракетном топливе (ТРТ) двига-

тельной установкой, который обеспечивает 

доставку требуемой массы полезного груза 

в заданную точку пространства. При этом 

УРО, траектория движения которого рас-

полагается в вертикальной плоскости, рас-

сматривается как материальная точка пере-

менной массы. 

Постановка задачи 

Как уже указывалось ранее, комплексная 

задача совместной оптимизации проектных 

параметров, параметров траектории и про-

грамм управления УРО может быть сфор-

мулирована как задача теории оптимально-

го управления с ограничениями в виде ра-

венств, неравенств и дифференциальных 

связей [7–9]. Формализация задачи заклю-

чается: 

 в выборе критерия оптимизации (целе-

вого функционала);  

 в разработке математической модели, 

позволяющей в зависимости от исходных 

данных (вектора x ), значений оптимизиру-

емых параметров, включающих основные 

проектные параметры УРО и параметры 

траектории (вектор p ), программ управле-

ния (вектора u ) определять значение целе-

вого функционала; 

 в разработке эффективных методов 

оптимизации, обеспечивающих как в авто-

матическом, так и в интерактивном режи-

мах нахождение таких значений оптимизи-

руемых параметров оптpp   и программ 

управления движением УРО )(uu tопт , 

при которых целевой функционал прини-

мает оптимальное значение. 

В качестве целевого функционала да-

лее рассматривается дальность полета 

)( u,p,xLL  , на которую необходимо до-

ставить требуемую массу полезного груза 

гпm .
 при заданной стартовой массе УРО 

0m . Определение оптимальных значений 

вектора 
оптp  и оптимальных программ 

управления движением УРО )(u tопт
 осу-

ществляется из условия обеспечения мак-

симального значения целевого функцио-

нала. 

В состав исходной информации (компо-

ненты вектора x ), необходимой для реше-

ния комплексной задачи, входят: данные 

тактико-технического задания, определяю-

щие целевую задачу; условия пуска УРО; 

ограничения на траекторию полета, габа-

ритно-массовые характеристики УРО в це-

лом и отдельных его подсистем и элемен-

тов; физико-механические характеристики 

используемых конструкционных материа-

лов; химические характеристики ТРТ; дан-

ные о прототипах, отдельных подсистемах 

и элементах; неучтенные массы элементов 

и подсистем, не включенных в математиче-

скую модель для расчета основных харак-

теристик УРО. 

В качестве оптимизируемых в процессе 

решения комплексной задачи параметров 

рассматриваются:  

 основные проектные параметры, кото-

рые позволяют на начальном этапе проек-

тирования определять габаритно-массовые 

и энергетические характеристики УРО в 

целом и входящего в его состав маршевого 

ракетного двигателя на твердом топливе 

(РДТТ); 

 параметры, которые совместно с оп-

тимизируемыми программами управления 

движением определяют траекторию УРО и 

значение целевого функционала. 

Основные проектные параметры УРО 

включают в себя коэффициент начальной 

тяговооруженности ,p  относительную ко-

нечную массу к , определяемые известными 

соотношениями [2–4] 
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где 
0m  – стартовая масса УРО; 

0g  –

ускорение свободного падения у поверхности 

Земли; пустP  – тяга маршевого РДТТ в пу-

стоте на основном режиме работы; mm  –

полный запас топлива; кm  – конечная масса 

УРО. 

В состав проектных параметров марше-

вого РДТТ включены давление кp  в камере 

сгорания на основном режиме его работы, 

диаметр среза сопла 
aD , а также полное 

время работы маршевого РДТТ t . 

Управление движением УРО осуществ-

ляется в соответствии с оптимизируемыми 

программами изменения во времени угла 

тангажа )(tj  на j -тых участках траекто-

рии полета: 

 Njtjпрj ,1),(  ,  

где N  – количество участков траектории 

для рассматриваемой схемы полета УРО 

[10–14]. 

Состав параметров траектории, входя-

щих в вектор оптимизируемых параметров 

p , зависит от выбранной схемы полета и 

рассматривается далее для каждой кон-

кретной схемы при определении программ 

управления движением.  

При формировании траектории полета 

необходимо соблюдать ряд требований и 

ограничений к параметрам движения и ха-

рактеристикам УРО, к числу которых отно-

сятся:  

 ограничение на максимальный угол 

атаки на всех участках траектории max  ;  

 обеспечение требуемого угла тангажа 

c   и скорости cVV   при подлете к  

цели; 

 ограничения на максимальную высоту 

полета maxH  и скоростной напор 
maxHQ  на 

максимальной высоте; 

 выполнение требований к габаритно-

массовым характеристикам УРО, таким как 

масса полезного груза 
гпm .
, полная длина 

УРО 
УРОL , стартовая масса УРО 

0m , диа-

метр цилиндрической части УРО 
УРОD . 

Следует отметить, что каждой конкрет-

ной проектной задаче соответствует вполне 

определенный комплекс из перечисленных 

выше условий, ограничений и требований. 

Проектный параметр УРО к  в (1) опре-

деляется при заданных значениях массы 

полезного груза тр

гпm .  и стартовой массы 

УРО трm0  из условия размещения макси-

мально возможного количества твердого 

топлива в рассматриваемом варианте УРО.  

В качестве компонентов вектора управ-

ления движением УРО )(tuu   рассматри-

ваются программы изменения во времени 

угла тангажа )(tjпр  на активном и пассив-

ных участках траектории. При этом )(tjпр  

предлагается формировать в виде полино-

мов [10–14] 

 



n

i

i

jijпр tAt
0

)( , (2) 

в которых коэффициенты jiA  определяются 

в зависимости от рассматриваемого j -того 

участка траектории, вектора оптимизируе-

мых параметров p  и текущих значений 

вектора фазовых координат y , определяю-

щих положение УРО в пространстве. 

Такой подход к выбору программ 

управления позволил свести задачу теории 

оптимального управления [7–9] к более 

простой задаче нелинейного математиче-

ского программирования с ограничениями 

в виде равенств и дифференциальных свя-

зей [10–14]. 

Комплексная задача совместной оптими-

зации проектных параметров и программ 

управления УРО формулируется следую-

щим образом. Необходимо определить зна-

чения векторов оптpp   и )(uu опт t , обес-

печивающих максимальное значение целе-

вого функционала 

    xu,pxu,p
u,p

оптопт ),(max),( tLtI   (3) 

при ограничениях: 
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 на области изменения оптимизируе-

мых параметров p  и исходных данных x  

 ;XX
~

x;PP
~

p kkmm   (4) 

– на параметры траектории полета 

 
;;;

;;

max

maxmax max

тр

cc

тр

cc

трH

тр

VV

QQHH






 (5) 

 на траекторию полета и программы 

управления движением 

 

;UU
~

u;YY
~

y

);p,x,u,y(f
dt

yd

rrss 


 (6) 

 на габаритно-массовые характеристи-

ки УРО 

 ;)p,x(;)p,x( ..00

тр

гпгп

тр mmmm   (7) 

 
.)p,x(

;;

тр

УРОУРО

тр

ГЧГЧ

тр

УРОУРО

DD

LLLL




 (8) 

В соотношениях (3) – (8) использованы 

следующие обозначения: 

kixi ,1,)(x   – вектор исходных дан-

ных, являющийся элементом действитель-

ного векторного пространства kX ; 

mipi ,1,)(p   – вектор оптимизируе-

мых параметров, являющийся элементом 

действительного векторного пространства 
mP ;  

km X
~

,P
~

 – замкнутые области в действи-

тельных векторных пространствах km X,P , 

в которых могут принимать значения век-

торы x,p  соответственно; 

siyi ,1),(y  , – вектор фазовых коор-

динат, определяющий положение УРО в 

пространстве, являющийся элементом век-

торного пространства 
sY ; 

rju j ,1),(u   – вектор управления, яв-

ляющийся элементом векторного простран-

ства rU ; 
rs U

~
,Y

~
 – замкнутые области в вектор-

ных пространствах 
sY  и rU , в которых мо-

гут принимать значения векторы y  и u ;  

трHH maxmax ,  – расчетная и максимально 

допустимая высоты полета УРО;  

трH QQ ,
max

 – расчетный и минимально-

допустимый скоростные напоры на макси-

мальной высоте полета 
maxHH  ; 

max,  – расчетный и максимально до-

пустимый углы атаки на всех участках тра-

ектории;  
тр

cc

тр

cc VV ,,,   – расчетные и требуе-

мые углы тангажа и скорости при подлете к 

цели; 
трmm 00 ),p,x(  – расчетная и требуемая 

стартовые массы УРО; 
тр

гпгп mm .. ),p,x(  – расчетная и требуемая 

массы полезного груза;  
тр

УРОУРО LL ,  – расчетная и требуемая дли-

ны УРО;  
тр

ГЧГЧ LL ,  – расчетная и требуемая длины 

головной части (ГЧ) УРО;  
тр

УРОУРО DD ),p,x(  – расчетный и требуе-

мый диаметры УРО. 

Математическая модель УРО представ-

лена в виде оператора )z(RF
~
  с областью 

определения на множестве rmk U
~

P
~

X
~

Z   

и областью значений на множестве F , со-

поставляющего с каждым элементом мно-

жества Z)u,p,x(z   множество выходных 

характеристик УРО FF
~
 . 

Выходными данными, получаемыми в 

результате решения комплексной задачи, 

являются: значение целевого функционала 
L  (дальность полета УРО); оптимальные 

значения оптимизируемых параметров оптp ; 

программы управления движением УРО 

)(uопт t ; габаритно-массовые характеристи-

ки УРО в целом, основных его элементов и 

подсистем; прочностные, аэродинамиче-

ские, баллистические, энергетические ха-

рактеристики УРО. 

Сформулированная комплексная задача 

оптимизации проектных параметров и про-

грамм управления в зависимости от вы-

бранных для конкретной проектной задачи 

ограничений (4) – (8) может быть исполь-

зована при проектировании УРО, соверша-

ющих полеты по баллистической, аэробалли-

стической и комбинированной траекториям. 



 
Космическая техника. Ракетное вооружение. Space Technology. Missile Armaments. 2018. Вып. 2 (116) 

106 

 

Система уравнений движения центра 
масс УРО в проекциях на оси земной си-
стемы координат, которая использовалась 
при решении сформулированной ком-
плексной задачи, приведена в [15]. Матема-
тические модели для определения основ-
ных характеристик УРО в целом и входя-
щих в его состав подсистем и элементов 
приведены в [2–4, 16–21]. 

Структура математической модели и по-
следовательность расчета целевого функ-
ционала при оптимизации проектных пара-
метров, программ управления и основных 
характеристик УРО приведены на рис. 1. 

Формирование программ управления 

для баллистической траектории полета 

Баллистическая траектория движения 
УРО может быть реализована как с верти-
кальным, так и с наклонным видами стартов. 

В случае вертикального старта траекто-
рия УРО формируется из четырех участков: 

 вертикального участка полета продол-

жительностью вертt , на котором программа 

изменения угла тангажа принимается посто-

янной, не зависящей от времени, 
верт

пр =90º; 

 активного участка траектории (АУТ) 
(полет с работающим маршевым РДТТ), на 
котором программа управления (2), обеспе-
чивающая разворот УРО в вертикальной 
плоскости, выбирается из условия обеспе-
чения заданного значения угла тангажа 

АУТ   в конце этого участка траектории; 

 первого пассивного участка траекто-
рии (ПУТ), на котором программа измене-
ния угла тангажа (2) в конце этого участка 
обеспечивает выход на нулевой угол атаки 

0
1
ПУТ  в течение заданного времени 

1ПУТtt  ; 

 второго ПУТ, на котором программа 
изменения угла тангажа (2) выбирается из 
условия обеспечения полета с нулевым уг-
лом атаки до соприкосновения УРО с по-
верхностью Земли. 

 

Рис. 1. Структура математической модели УРО: 

ККС – конструктивно-компоновочная схема; ГМХ – габаритно-массовые характеристики; 

ТРТ – твердое ракетное топливо; КМ – конструкционные материалы; 

РДТТ – ракетный двигатель на твердом топливе; СБ – сопловой блок; ПС – продукты сгорания; 

ИД – исходные данные; P(t) – изменение во времени тяги маршевого РДТТ; 

mc (t) – изменение во времени массового секундного расхода продуктов сгорания маршевого РДТТ 

Исходная информация 

Характеристики ТРТ 

Расчет P(t), mc(t) Габариты заряда ТРТ 

Характеристики КМ 

Запас ТРТ Относительная конечная масса Секундный расход ПС Энергетика СБ 

Геометрия корпуса РДТТ из КМ 

Тяга РДТТ Геометрия СБ 

Подготовка ИД для аэродинамических расчетов Расчет аэродинамических коэффициентов 

Расчет баллистических характеристик Подготовка ИД для баллистических расчетов 

Расчет целевого функционала 

ГМХ управляемого объекта в целом ГМХ отсеков ГМХ двигателя 

Подготовка данных для расчетов 

Начальные условия Условия старта 

Параметры ККС ГМХ Оптимизируемые параметры Ограничения 
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При наклонном в сторону точки прице-

ливания старте УРО 
ст   вертикальный 

участок движения отсутствует, а программа 
изменения угла тангажа (2) обеспечивает 
разворот УРО в вертикальной плоскости 
начиная с момента старта. Дальнейшее 
движение УРО осуществляется по такой же 
схеме полета, как и при вертикальном стар-
те УРО. 

В качестве оптимизируемых для этой 
схемы полета рассматривались следующие 

параметры траектории: угол тангажа 
АУТ  в 

конце активного участка полета; продол-

жительность полета 
1ПУТt  на первом ПУТ с 

выходом на нулевой угол атаки; угол тан-

гажа 
ст  в случае использования наклонно-

го в направлении цели старта УРО. 
На активном участке траектории в каче-

стве программ управления движением (2) 
могут быть использованы кубическая 

 3n , квадратичная  2n  и линейная 

 1n  зависимости угла тангажа от време-

ни. Далее индекс j , определяющий номер 

участка траектории, в коэффициентах ijA  

соотношения (2) будет опущен, а формулы 
для определения этих коэффициентов бу-
дут относиться к рассматриваемому участ-
ку траектории. 

В случае использования в качестве про-
граммы управления кубической параболы 
программа управления строится с учетом 
следующих условий и ограничений.  

После окончания вертикального участка 

полета при вертtt   условия для определе-

ния программы изменения угла тангажа 
следующие: 

 
2


 верт ; (9) 

 0
dt

d
, (10) 

где верт  – угол тангажа в конце вертикаль-

ного участка движения. 

В конце активного участка траектории 

при АУТtt  , где 
АУТt  – полное время работы 

маршевого РДТТ, условия для выбора про-

граммы управления имеют следующий вид: 

 тр

АУТАУТ   , (11) 

где 
АУТ  и тр

АУТ  – расчетный и требуемый 

углы тангажа в конце активного участка 
траектории. 

Программа изменения угла тангажа на 
АУТ при этом подбирается таким образом, 

чтобы угол атаки в конце АУТ 
АУТ  рав-

нялся нулю. 
С учетом (9) – (11) коэффициенты куби-

ческой параболы 
iA  могут быть определе-

ны в результате решения следующей си-
стемы уравнений: 

 
















.

;032

;

3

3

2

210

2

321

3

3

2

210

тр

АУТАУТАУТАУТ

вертверт

вертвертвертверт

tAtAtAA

tAtAA

tAtAtAA





 (12) 

Следует отметить, что по приведенным 
уравнениям можно определить только три 
коэффициента из четырех. Четвертый ко-

эффициент (пусть это будет 
3A ) определя-

ется в результате решения краевой задачи 
на АУТ для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, описывающих 
движение УРО [15], при условии обеспече-
ния нулевого угла атаки в конце этого 
участка траектории.  

В этом случае система уравнений для 
определения трех коэффициентов програм-
мы управления имеет следующий вид: 

 
















.

;32

;

3

3

2

210

2

321

3

3

2

210

АУТ

тр

АУТАУТАУТ

вертверт

вертвертвертверт

tAtAtAA

tAtAA

tAtAtAA





 (13) 

При выборе для управления движением 
на АУТ кубической зависимости угла тан-
гажа от времени с выходом в конце АУТ на 
нулевой угол атаки дальнейшее движение 
УРО и программа управления определяют-
ся из условия обеспечения нулевого угла 
атаки. 

В случае использования в качестве про-
граммы управления квадратичной парабо-
лы программа управления строится с уче-
том следующих условий и ограничений.  

После окончания вертикального участка 

полета при вертtt   начальные условия для 

определения программы изменения угла 
тангажа будут такими же, как и для куби-
ческой параболы (9), (10). 
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В конце АУТ при 
АУТtt   должно быть 

выполнено условие (11). 

Для определения трех коэффициентов 

программы управления движением необхо-

димо решить следующую систему уравне-

ний: 

 














.

;02
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тр
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верт

вертвертверт

tAtAA
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tAtAA





 (14) 

В этом случае коэффициенты квадра-

тичной параболы определяются по форму-

лам 

   
















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вертвертверт

верт

АУТвертвертАУТверт

тр

АУТверт

tAtAA
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ttttt
A





(15) 

В случае использования в качестве про-

граммы управления линейной зависимости 

изменения угла тангажа от времени про-

грамма управления строится с учетом сле-

дующих условий и ограничений.  

После окончания вертикального участка 

полета при вертtt   начальные условия для 

определения программы изменения угла 

тангажа будут такими же, как и для куби-

ческой параболы (9), (10). 

В конце активного участка траектории 

при АУТtt   условием для выбора програм-

мы управления является соотношение (11). 

Коэффициенты линейной зависимости 

определяются по следующим формулам: 

 
АУТверт

тр

АУТверт

tt
A







1 ; (16) 

 вертверт tAA 10  . (17) 

В случае использования для управления 

движением на АУТ квадратичной или ли-

нейной зависимости угла тангажа от вре-

мени программа управления на первом 

ПУТ определяется условием выхода на ну-

левой угол атаки 
1ПУТ =0

о
 в течение задан-

ного промежутка времени 
1ПУТt . При этом 

промежуток времени 
1ПУТt  является одним 

из оптимизируемых параметров на этом 

участке траектории. Программа управления 

определяется в результате решения следу-

ющей системы уравнений: 

 





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;

11 01

01

ПУТПУТАУТ

тр

АУТАУТ

AttA

AtA




 (18) 

где коэффициенты 
iA , входящие в (18), мо-

гут быть вычислены по формулам 

 







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
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.

;
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1

1

АУТ

тр

АУТ
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тр

АУТПУТ

tAA

t
A





 (19) 

Следует отметить, что входящий в (18), 

(19) угол тангажа в конце первого ПУТ 

1ПУТ  определяется в процессе решения 

краевой задачи для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений, описываю-

щих движение УРО [15] при условии обес-

печения нулевого угла атаки в конце этого 

участка траектории. 

Программа управления углом тангажа на 

втором пассивном участке траектории под-

бирается из условия обеспечения полета с 

нулевым углом атаки до соприкосновения 

УРО с поверхностью Земли.  

В случае использования наклонного 

старта УРО в соотношениях (9), (12) – (17) 

вместо угла тангажа верт  необходимо под-

ставить угол тангажа при наклонном старте 

ст , а продолжительность вертикального 

участка движения вертt  принять равной ну-

лю. 

Формирование программ управления 

для аэробаллистической траектории по-

лета 

В случае движения УРО по аэробалли-

стической траектории так же, как и для 

баллистической траектории, могут быть 

использованы как вертикальный, так и 

наклонный виды старта УРО. 

На активном и пассивном участках тра-

ектории, при движении до максимальной 

высоты полета УРО maxHH  , рассматри-

ваются четыре возможные схемы полета: 
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1) программа управления углом тангажа 

(2) формирует в конце АУТ угол тангажа 

АУТ , а на последующем пассивном участке 

траектории обеспечивает на максимальной 

высоте выполнение требования по значе-

нию скоростного напора трH QQ 
max

; 

2) программа управления углом тангажа 

(2) формирует угол тангажа 
АУТ  в конце 

АУТ с последующим выходом на первом 

ПУТ на нулевой угол атаки и дальнейшим 

полетом с нулевым углом атаки до макси-

мальной высоты полета с выполнением 

требования трHH maxmax  ; 

3) программа управления углом тангажа 

(2) обеспечивает заданный угол тангажа 

АУТ  в конце АУТ и обеспечивает в конце 

первого ПУТ выполнение на максимальной 

высоте требования трHH maxmax   без выхода 

на нулевой угол атаки после АУТ; 

4) в случае наклонного старта программа 

управления движением на активном и пер-

вом пассивном участках траектории выби-

рается из условия выполнения требования 
трHH maxmax  . 

Для первой схемы полета программа 

управления на АУТ выбиралась такой же, 

как и для баллистической траектории. Да-

лее на первом ПУТ программа управления 

углом тангажа  tпрпр    формировалась 

таким образом, чтобы обеспечить на мак-

симальной высоте 
maxHH   требуемое 

значение скоростного напора трH QQ 
max

, 

при котором может быть обеспечена 

управляемость УРО в этой точке траекто-

рии. Изменение угла тангажа в этом случае 

осуществлялось по линейной зависимости 

( 1n ) в соотношении (2), в котором коэф-

фициент 0A  определяется по формуле 

 АУТАУТ tAA 10  . (20) 

Коэффициент 1A  в (20) определяется в 

результате решения краевой задачи на этом 

участке траектории при обеспечении вы-

полнения условия трH QQ 
max

. 

Для второй схемы полета угол тангажа 

АУТ  в конце АУТ и коэффициент 1A  в (20) 

подбирались таким образом, чтобы обеспе-

чить выход на нулевой угол атаки и движе-

ние с нулевым углом атаки до максималь-

ной высоты полета трHH maxmax  .  

Для третьей схемы полета программа 

управления на АУТ выбиралась такой же, 

как и для баллистической траектории, а 

программа изменения угла тангажа на пер-

вом пассивном участке )(tпр   осу-

ществлялась по линейной зависимости, в 

которой коэффициент 1A  в (20) подбирает-

ся таким образом, чтобы при движении на 

первом пассивном участке траектории мак-

симальной высоты полета обеспечить вы-

полнение требования трHH maxmax  . 

Для четвертой схемы полета с единой 

программой управления на активном и пер-

вом пассивном участках траектории с уче-

том выполнения ограничения трHH maxmax   

рассматривались два возможных варианта 

программы управления. 

В первом случае программа изменения 

угла тангажа на активном и первом пассив-

ном участках траектории определялась по 

соотношению 

 стпр t  )( , (21) 

где 
ст  – угол тангажа при старте УРО, ко-

торый выбирался из условия выполнения 

ограничения трHH maxmax  . 

Во втором случае программа изменения 

угла тангажа на активном и первом пассив-

ном участках траектории определялась по 

линейной зависимости 

 tAAtпр 10)(  , (22) 

в которой коэффициент 
стA 0

, а коэф-

фициент 1A  определяется в результате ре-

шения краевой задачи с учетом выполнения 

требования трHH maxmax  . 

После достижения УРО (для указанных 

выше схем полета) максимальной высоты 

maxH  рассматривались следующие три ва-

рианта дальнейшего полета по аэробалли-

стической траектории. 

В первом варианте программа управле-

ния обеспечивает выход на заданные высо-

ту маневра манH  и скорость манV , после  
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достижения которых осуществлялся маневр 

в вертикальной плоскости до требуемого 

значения угла тангажа 
ман . После выпол-

нения маневра происходил выход на задан-

ный угол тангажа при подлете к цели 
c  в 

течение заданного промежутка времени 
c

t . 

Для этого варианта движения на втором 

ПУТ программа управления углом тангажа 

формировалась по линейной зависимости, 

обеспечивая в конце этого участка выход 

на требуемый угол атаки 
2ПУТ   в тече-

ние заданного промежутка времени 
2ПУТt . 

Коэффициент 
0A  определялся по соотно-

шению 

 
maxmax 10 HH tAA  , (23) 

где 
maxH  – угол тангажа на максимальной 

высоте полета; 
maxHt  – время, при котором 

достигается максимальная высота полета. 

Коэффициент 1A  в (23) определялся в 

результате решения краевой задачи при 

выполнении в конце участка движения 

условия 
2ПУТ  . 

Программа управления углом тангажа 

)(tпрпр    на третьем ПУТ для этой схемы 

полета выбиралась таким образом, чтобы 

осуществить полет с постоянным углом 

атаки 
2ПУТ  , а в конце этого участка 

обеспечить высоту 
манHH   и скорость 

полета манVV  . На четвертом ПУТ осу-

ществлялся маневр УРО в вертикальной 

плоскости, и программа управления углом 

тангажа )(tпрпр    выбиралась таким об-

разом, чтобы обеспечить в конце этого 

участка выход на заданный угол тангажа 

ман   в течение заданного времени ма-

невра манt . На пятом ПУТ программа 

управления углом тангажа )(tпрпр    вы-

биралась из условия обеспечения в конце 

этого участка выхода на заданный угол 

тангажа при подлете к цели c   в тече-

ние заданного времени 
c

t . На шестом, по-

следнем, ПУТ осуществлялся полет с по-

стоянным углом тангажа c   до сопри-

косновения УРО с поверхностью Земли, 

при этом продолжительность полета на 

этом участке траектории 
constt  выбиралась в 

диапазоне от 1 до 2 с. 

В качестве оптимизируемых параметров, 

влияющих на характер траектории для дан-

ного варианта движения УРО, рассматри-

ваются следующие: 

 продолжительность полета на верти-

кальном участке вертt , если предусмотрен 

этот участок полета; 

 угол тангажа 
ст  в случае использова-

ния наклонного старта; 

 угол тангажа 
АУТ  в конце активного 

участка полета; 

 угол атаки 
2ПУТ , с которым осу-

ществляется полет на третьем ПУТ до за-

данных высоты 
манHH   и скорости 

манVV  ; 

 угол тангажа 
ман  в конце маневра в 

вертикальной плоскости и продолжитель-

ность маневра 
манt ;  

 продолжительность выхода 
c

t  на за-

данный угол тангажа 
c  при подлете к це-

ли. 

Во втором варианте полета программа 

управления движением обеспечивает в те-

чение заданного промежутка времени 
ct  

выход на требуемую высоту 
cH , после до-

стижения которой осуществляется выход 

на требуемый угол тангажа при подлете к 

цели 
c  в течение заданного промежутка 

времени 
c

t . 

Для этого варианта движения УРО без 

маневра по углу тангажа в вертикальной 

плоскости программы управления движе-

нием на АУТ и на первом и втором ПУТ 

выбирались по соотношениям (20) – (23). 

Программа управления )(tпрпр    на тре-

тьем ПУТ выбиралась таким образом, что-

бы обеспечить движение с постоянным уг-

лом атаки 
2ПУТ  , а в конце этого 

участка выход на заданное значение высо-

ты cHH  . На четвертом ПУТ программа 

управления )(tпрпр    выбиралась таким 
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образом, чтобы обеспечить в конце этого 

участка выход на заданное значение угла 

тангажа подлета к цели 
c   в течение 

заданного времени 
c

t . На пятом, послед-

нем, ПУТ осуществлялся полет с постоян-

ным углом тангажа 
c   до соприкосно-

вения УРО с поверхностью Земли, при этом 

продолжительность полета на этом участке 

траектории 
constt  выбиралась в соответствии 

с соотношением (24). 

В качестве оптимизируемых параметров, 

влияющих на траекторию полета, рассмат-

риваются следующие параметры: 

 продолжительность полета на верти-

кальном участке вертt , если предусмотрен 

этот участок полета; 

 угол тангажа 
ст  в случае использова-

ния наклонного старта; 

 угол тангажа 
АУТ  в конце активного 

участка полета; 

 угол атаки 
2ПУТ , с которым осу-

ществляется полет на третьем ПУТ до за-

данной высоты cHH  ;  

 продолжительность 
c

t  выхода на за-

данный угол тангажа 
c  при подлете к цели. 

В третьем варианте полета программа 

управления углом тангажа обеспечивает 

движение с нулевым углом атаки до задан-

ной высоты 
0

H , затем осуществляется вы-

вод на требуемый угол атаки 
const   в 

течение заданного времени 
constt  и осу-

ществляется полет с этим углом атаки. По-

сле достижения заданной скорости полета 

constV  осуществляется вывод на требуемый 

угол тангажа при подлете к цели c  в тече-

ние заданного промежутка времени 
c

t . 

Для этой схемы движения необходимо 
на втором пассивном участке траектории 
обеспечить выход на нулевой угол атаки в 
течение заданного промежутка времени 

2ПУТt . В этом случае программа управления 

определяется из следующих условий: 

 
maxmax 01 HH AtA  ; (25) 

 
02max 01 )(


HПУТH AttA  , (26) 

где 
maxHt  – время достижения УРО макси-

мальной высоты; 
maxH  – угол тангажа в 

момент времени достижения УРО макси-

мальной высоты; 
0

H  – угол тангажа в мо-

мент окончания движения УРО на этом 
участке полета при достижении нулевого 
угла атаки. 

Коэффициенты 
iA , входящие в (25), 

(26), могут быть вычислены по формулам 

 
2

max0

1

ПУТ

HH

t
A





 ; (27) 

 )(
2max0

10 ПУТHH ttAA 


 . (28) 

Следует отметить, что входящий в (27), 
(28) угол тангажа в конце второго ПУТ 

0
H  определяется в процессе решения кра-

евой задачи при условии обеспечения нуле-
вого угла атаки в конце этого участка тра-
ектории. 

На третьем ПУТ осуществляется полет с 
нулевым углом атаки до достижения задан-

ной высоты 
0

H , после чего на четвертом 

ПУТ проводится вывод на требуемый угол 

атаки 
const  в течение заданного времени 

constt . Коэффициенты программы управле-

ния углом тангажа определяются из следу-
ющих условий: 

 
03

01 
HH AtA

ПУТ
 ; (29) 

 
constconst3

01 )(   AttA
ПУТH , (30) 

где 
3ПУТHt  – время достижения УРО высоты 

0
H ; 

0
H  – угол тангажа в момент времени 

достижения УРО высоты 
0

H ; 
const  – угол 

тангажа в момент окончания движения 
УРО на этом участке полета. 

Коэффициенты iA , входящие в (29), 

(30), могут быть вычислены по формулам  

 
const

0const

1



 


t
A

H
 ; (31) 

 )(
const3const 10  ttAA

ПУТH  . (32) 
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Следует отметить, что входящий в (31), 

(32) угол тангажа в конце четвертого ПУТ 

tcons  определяется в процессе решения 

краевой задачи при условии обеспечения 

требуемого угла атаки 
const  в конце этого 

участка траектории. 

На пятом ПУТ программа управления 

подбирается таким образом, чтобы обеспе-

чить полет с требуемым углом атаки 
const  

до достижения заданной скорости полета 

constV . 

На шестом ПУТ программа управления 

)(tпрпр    выбирается таким образом, 

чтобы обеспечить в конце этого участка 

выход на заданное значение угла тангажа 

подлета к цели 
c   в течение заданного 

времени 
c

t . На последнем ПУТ осуществ-

ляется полет с постоянным углом тангажа 

c   до соприкосновения УРО с поверх-

ностью Земли, при этом продолжитель-

ность полета на этом участке траектории 

выбирается в соответствии с (24). 

В качестве оптимизируемых параметров, 

влияющих на характер траектории полета, 

рассматриваются следующие параметры: 

– продолжительность полета на верти-

кальном участке вертt , если предусмотрен 

этот участок полета; 

– угол тангажа ст  в случае использова-

ния наклонного старта; 

– угол тангажа 
АУТ  в конце активного 

участка полета; 

2ПУТt  – продолжительность выхода на 

нулевой угол атаки; 

0
H  – высота, до которой обеспечивает-

ся полет с нулевым углом атаки; 

const  – постоянное значение угла атаки 

на пятом ПУТ; 

constt  – продолжительность выхода на 

угол атаки const  ; 

constV  – скорость, при которой происхо-

дит окончание полета с углом атаки 

const  ; 

c
t  – продолжительность выхода на за-

данный угол тангажа c  при подлете к цели. 

В заключение следует отметить, что 

предложенный подход к построению про-

грамм управления ракетным объектом в 

виде полиномов может быть использован 

при формировании широкого диапазона 

траекторий полета управляемых объектов. 

Иллюстративный пример 

В качестве иллюстративного примера 

использования методического обеспечения 

проведена оптимизация проектных пара-

метров, параметров траектории и программ 

управления движением гипотетического 

ракетного объекта, осуществляющего полет 

по аэробаллистической траектории. Для 

выбранного оптимального варианта УРО 

проведено сравнение энергетических воз-

можностей УРО в случае его движения по 

аэробаллистической и баллистической тра-

екториям. 

Рассматривался вариант УРО со старто-

вой массой 
0m =1500 кг, массой полезного 

груза 
гпm .
=280 кг и маршевым РДТТ. В ка-

честве целевого функционала, как указыва-

лось ранее, выбрана дальность полета 

)x,u,p(LL  , на которую доставляется за-

данная масса полезного груза 
гпm .
. 

При оптимизации проектных параметров 

и программ управления использовались 

следующие начальные условия при старте: 

географическая широта точки старта 

стг. 40º, азимут пуска  40º, высота 

точки старта стH 10 м. 

Рассматривалась аэродинамическая схе-

ма УРО без крыльев, состоящая из кониче-

ской носовой части в сочетании с цилин-

дром, с задним расположением аэродина-

мических рулей. 

Характеристики УРО, не изменяемые в 

процессе оптимизации проектных парамет-

ров, параметров траектории и программ 

управления, приведены в табл. 1, в которой 

использованы следующие обозначения: 0m  – 

стартовая масса УРО; гпm .  – масса полезного 

груза; УРОD  – диаметр цилиндрической ча-

сти УРО; ГЧL  – длина ГЧ УРО; ГЧD  – диа-

метр цилиндрической части ГЧ;   – угол 

полураствора конуса ГЧ. 
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Таблица 1 

Исходные данные 

Характеристика Значение 

0m , кг 1500,0 

гпm .
, кг 280,0 

УРОD , м 0,45 

ГЧL , м 2,5 

ГЧD , м 0,45 

 , град 15,0 

В маршевом РДТТ использовалось услов-

ное твердое топливо со следующими характе-

ристиками [14]: плотностью  1760 кг/м
3
, 

температурой горения горT 3755,0 К с по-

казательной зависимостью скорости горе-

ния от давления  

 


)(1 кpuu  ,  

где 1u 0,003 м/с;  0,251. 

При запуске УРО применялся наклон-

ный старт. На активных участках аэробал-

листической и баллистической траекторий 

программы изменения угла тангажа фор-

мировались по линейной зависимости от 

времени. Коэффициенты линейной зависи-

мости определялись по соотношениям (16), 

(17), в которых время вертt  принималось 

равным нулю, а угол тангажа верт  прини-

мался равным углу наклонного старта 
ст . 

На первом пассивном участке баллисти-

ческой траектории в течение заданного 

времени 
1ПУТt  осуществлялся выход на ну-

левой угол атаки, на котором и происходи-

ло дальнейшее движение УРО до оконча-

ния полета. 

На первом пассивном участке аэробал-

листической траектории рассматривалась 

третья схема полета, согласно которой про-

грамма управления (2) после окончания 

АУТ обеспечивала в конце первого ПУТ 

выполнение требования на максимальной 

высоте трHH maxmax  =50 км. После достиже-

ния максимальной высоты рассматривался 

третий вариант полета, в котором програм-

ма управления углом тангажа обеспечивала 

движение с нулевым углом атаки до задан-

ной высоты 
0

H =49,9 км, затем осуществ-

лялись вывод на требуемый угол атаки 

const  =12º в течение заданного времени 


constt 2 с и полет с этим углом атаки. По-

сле достижения скорости полета 
constVV   

происходил вывод на требуемый угол тан-

гажа при подлете к цели 
c  в течение про-

межутка времени 
c

t . 

Состав оптимизируемых параметров для 

аэробаллистической траектории и диапазо-

ны их изменений приведены в табл. 2, в ко-

торой использованы следующие обозначе-

ния: p  – коэффициент начальной тяго-

вооруженности УРО; к  – относительная 

конечная масса; кp  – давление в камере 

сгорания РДТТ; 
aD  – диаметр среза сопла 

РДТТ; 
ст  – угол наклона УРО при старте; 

АУТ  – угол тангажа в конце АУТ; 
constV  – 

скорость, при которой заканчивается уча-

сток полета с постоянным углом атаки 

const ; 
c

t  – продолжительность време-

ни выхода на заданный угол тангажа при 

подлете к цели c 90º. 

Результаты, полученные при оптимиза-

ции проектных параметров УРО, парамет-

ров аэробаллистической траектории, а так-

же некоторые характеристики УРО приве-

дены в табл. 3, в которой дополнительно 

использованы следующие обозначения: 

УРОL  – полная длина УРО; РДТТL  – длина 

маршевого РДТТ; mm  – полный запас топ-

лива УРО; пустP  – тяга РДТТ в пустоте на 

основном режиме работы; 
cm  – массовый 

секундный расход продуктов сгорания на 

основном режиме работы; t  – полное вре-

мя работы РДТТ; 
пуст

удI  – пустотный удель-

ный импульс РДТТ; крD  – диаметр крити-

ческого сечения сопла;   – степень расши-

рения сопла. 
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Таблица 2 

Диапазоны изменения  

оптимизируемых параметров 

Параметр min max 

p  0,05 0,2 

к  0,35 0,5 

кp , кгс/см
2 75,0 90,0 

aD , м 0,34 0,4 

ст , град 60,0 80,0 

АУТ , град 35,0 55,0 

constV , м/c 300,0 600,0 

c
t , с 50,0 80,0 

Таблица 3 

Результаты оптимизации 

Оптимизируемые параметры УРО 

Параметр Значение 

p  0,0975 

к  0,4341 

кp , кгс/см
2 90,0 

aD , м 0,40 

УРОL , м 7,133 

РДТТL , м 4,236 

mm , кг 848,85 

пустP , кгс 15388,7 

cm , кг/с 57,796 

t , с 14,76 
пуст

удI , с 266,256 

крD , м 0,116 

  3,4545 

Оптимальные значения параметров 

аэробаллистической и баллистической тра-

екторий приведены в табл. 4, в которой ис-

пользованы следующие обозначения: L  – 

дальность полета; ст  – угол наклона при 

старте УРО; АУТ  – угол тангажа в конце 

АУТ; 
constV  – скорость, при которой закан-

чивается участок полета с постоянным уг-

лом атаки; maxH  – максимальная высота 

полета УРО; cV  – скорость подлета к цели; 

c
t  – продолжительность времени выхода 

на заданный угол тангажа при подлете к 

цели; 
c  – угол тангажа при подлете к цели. 

Таблица 4 

Параметры траекторий 

Параметр 
Траектория 

баллис-
тическая 

аэробаллис-
тическая 

L , км 228,4 247,451 

ст , град 68,33 65,07 

АУТ , град 49,67 41,27 

constV , м/с – 350,0 

maxH , км 77,931 50,0 

cV , м/с 870,0 347,16 

c
t , с – 71,0 

c , град -57,53 -90 

Изменения параметров движения от 

времени для аэробаллистической (сплош-

ные линии на графиках) и баллистической 

(штриховые линии на графиках) траекто-

рий приведены на рис. 2–5. 

 

Рис. 2. Зависимость скорости от времени 

 

Рис. 3. Зависимость высоты от времени 
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Рис. 4. Зависимость угла тангажа от времени 

 

Рис. 5. Зависимость высоты от дальности 

Выводы 

Сформулирована комплексная задача 

оптимизации на начальном этапе проекти-

рования проектных параметров, программ 

управления и основных характеристик 

УРО. Приведены структура математиче-

ской модели и алгоритм, позволяющие на 

начальном этапе проектирования в зависи-

мости от основных проектных параметров 

определять габаритно-массовые, энергети-

ческие, аэродинамические и баллистиче-

ские характеристики УРО. Разработаны 

программные приложения для представле-

ния в удобной для пользователя форме ре-

зультатов исследований. Проведена апро-

бация разработанного методического обес-

печения на примере решения проектной 

задачи применительно к УРО, осуществля-

емому полет по баллистической и аэробал-

листической траекториям. 
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