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УДК 539.4 

Ю. М. Муляр, В. М. Федоров, Л. М. Трясучев 

О ВЛИЯНИИ НАЧАЛЬНЫХ НЕСОВЕРШЕНСТВ 

НА ПОТЕРЮ УСТОЙЧИВОСТИ СТЕРЖНЯ 

В УСЛОВИЯХ ОСЕВОГО СЖАТИЯ 

Представлено экспериментальное и теоретическое обоснование явления внезапного выпучи-
вания с динамическим эффектом при потере устойчивости прямолинейного стержня с реально 
существующими несовершенствами. Установлена взаимообусловленная связь начальных несо-
вершенств и интенсивности выпучивания в эффекте нулевой жесткости предельно сжатого 
стержня при потере устойчивости в большом. 

Подано експериментальне та теоретичне обґрунтування явища раптового випинання з ди-
намічним ефектом при втраті  стійкості прямолінійного стрижня з реально існуючими недоско-
налостями. Установлено взаємозумовлений зв’язок початкових недосконалостей і інтенсивності 
випинання внаслідок ефекту нульової жорсткості гранично стиснутого стрижня під час втрати 
стійкості у великому. 

The experimental and theoretical justification is presented for the phenomenon of sudden buckling with 
dynamic effect at stability loss of a rectilinear rod with real existing imperfections. The interdependent con-
nection is established between the initial imperfections and buckling intensity in the effect of zero rigidity of 
an utmost compressed rod at stability loss in the large. 

Введение 

К числу нерешенных проблем при 

наземной экспериментальной отработке 

образцов ракетно-космической техники 

относится прогнозирование разрушения 

отсеков ракет-носителей (РН). Прогнози-

рование разрушения конструкций является 

серьезнейшей проблемой в самых различ-

ных областях машиностроения, включая 

ракетно-космическую технику, авиацию, 

атомную и химическую промышленность, 

разные виды транспорта и строительные 

сооружения. Одним из важных условий 

прогнозирования гарантированной проч-

ности нагруженных силовых элементов 

при эксплуатации пространственных кон-

струкций является разработка достовер-

ных, экспериментально обоснованных тео-

ретических методов расчета устойчивости 

тонкостенных несущих элементов про-

странственных конструкций в условиях 

нагружения сжимающими силами. 

Сжатие осевой силой относится к наибо-

лее распространенным видам нагружения 

конструкций. В таком случае разрушение 

пространственной конструкции может про-

изойти вследствие потери устойчивости 

тонкостенных силовых элементов. Потеря 

устойчивости при осевом сжатии характе-

ризуется внезапным выпучиванием тонко-

стенной обечайки оболочечных отсеков 

или стержневых элементов при значении 

осевой силы, равном критическому значе-

нию. В настоящее время отсутствуют тех-

нические средства и методы упреждающего 

прогнозирования такого вида разрушения. 

Одна из возможных причин в том, что не 

установлена физическая природа явления 

потери устойчивости. Основанием для та-

кого предположения служит, в частности, 

отсутствие решения практически важной 

задачи устойчивости удлиненной верти-

кальной стойки с торцовой опорой. Данная 

задача относится к числу нерешенных про-

блем потери устойчивости в большом с ди-

намическим эффектом выпучивания. 

Постановка задачи 

Представляется вполне естественным, что 

для внезапного выпучивания стойки с торцо-

вой опорой необходим поперечный механи-

ческий импульс. Однако природа возникно-

вения поперечного импульса при потере 

устойчивости остается загадкой для исследо-

вателей. Как свидетельствует известный спе-

циалист в области устойчивости простран-
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ственных конструкций В. И. Феодосьев: 

«Предложенная задача затрагивает прин-

ципиально новые вопросы устойчивости и 

не может быть решена обычными метода-

ми» [1, с. 260]. На эту сторону проблемы ука-

зывает в своих высказываниях ряд других 

ученых – специалистов в области устойчиво-

сти деформируемых систем. Так, известный 

американский ученый, специалист в области 

механики сплошных сред К. Трусделл под-

черкивает: «Когда мы пробуем, однако, по-

дойти к исследованию понятия устойчивости 

вообще, оказывается, что трудно не только 

исследовать, но в первую очередь даже труд-

но точно определить его» [2, с. 350]. По су-

ществу данной проблемы точки зрения аме-

риканских и российских ученых совпадают. 

Подтверждением служит высказывание 

В. В. Болотина [3]: «…Метод Эйлера в тео-

рии упругой устойчивости не включает в 

себя, по существу, понятия устойчивости… 

наличие точки разветвления не является ни 

необходимым, ни достаточным условием 

смены устойчивости». 

В связи с тем, что потеря устойчивости в 

большом характеризуется динамическим 

эффектом выпучивания (хлопком), 
вполне обосновано замечание академика 

Ю. Н. Работнова, что бифуркационный 

критерий устойчивости устанавливает воз-

можность или невозможность смежного 

состояния равновесия, тогда как при потере 

устойчивости может наступить не новое 

состояние равновесия, а состояние движе-

ния системы. Поэтому естественная поста-

новка задачи устойчивости состоит именно 

в изучении возможности движения механи-

ческой системы [4, с. 218]. Данной пробле-

ме посвящена настоящая статья. Рассмат-

ривается потеря устойчивости прямоли-

нейного стержня с реально существующи-

ми несовершенствами. 

Математическое модельное представ-

ление явления внезапного выпучивания 

стержня 

На первом этапе исследования меха-

низма выпучивания стержня анализирует-

ся возможное изменение исходной прямо-

линейной формы при слабых возмущаю-

щих воздействиях окружающей среды. С 

этой целью используется дифференциаль-

ное уравнение в вариациях. Интенсивность 

возмущающих механических воздействий 

неконтролируемого характера ограничива-

ется уровнем естественного шума окружа-

ющей среды. Отклик пространственной де-

формируемой системы на внешние не-

предусмотренные воздействия характери-

зуется виртуальными прогибами   в 

сколь угодно малой окрестности исходного 

равновесного состояния. На энергетической 

шкале произвольных деформаций вирту-

альное состояние сжатого стержня в дина-

мической постановке характеризуется не-

однородным дифференциальным уравнени-

ем в вариациях 
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где ЕI – жесткость стержня на изгиб; N0 – 

внутреннее усилие, равное значению осе-

вой сжимающей силы Т;   – плотность ма-

териала; F – площадь поперечного сечения 

стержня. Бесконечно малой вариацией 

),( txq  характеризуется поле кинематиче-

ски возможных изменений внешней попе-

речной нагрузки, которая отвечает слабым 

возмущающим воздействиям в недетерми-

нированном виде. Такие воздействия, виб-

рации на виртуальном уровне, являются 

объективно существующим фактором в ре-

альных условиях (слабые колебания фун-

дамента или вибрации в испытательной 

установке, вибрации при полете ракеты-

носителя). 

Допустимые виртуальные прогибы 

),( tх  характеризуют тенденцию рас-

сматриваемого стержня к изменению ис-

ходной формы в действительных прогибах. 

Граничные условия шарнирной опоры поз-

воляют представить виртуальные парамет-

ры q  и   в виде бесконечного ряда гар-

моник по синусам 
L

xn
tq nn


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L

xn
tfnn


 sin)( , где n =1, 2, 3 – число 

полуволн. Приближенное решение задачи 

на основе метода Бубнова-Галеркина позво-

ляет получить частотное уравнение в ва-

риациях. Соответствующему однородному 
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уравнению свободных колебаний на вирту-

альном уровне отвечают собственные коле-

бания с круговыми частотами, определяе-

мыми соотношением 
F

Сn
n


 

2
. При 0n  

стержень сохраняет исходную форму ста-

тического равновесия. Малая окрестность 

виртуальных колебаний сжатого стержня 

вблизи исходной конфигурации ограничи-

вается возвращающими силами, определя-

емыми коэффициентом приведенной кон-

структивной жесткости стержня на 

изгиб )( 02

22

2

22

NEI
L

n

L

n
Сn 


. Возвраща-

ющие силы, характеризуемые данным па-

раметром, действуют в упругом стержне 

идеальной прямолинейной формы, изго-

товленном из однородного материала с 

изотропными свойствами. Возвращающие 

силы действуют также при изгибе стержня 

с объективно существующими несовершен-

ствами, включая малые начальные погиби 

неконтролируемого характера и неодно-

родности механических свойств конструк-

ционного материала.   

По результатам исследования влияния 

малых возмущающих воздействий на 

устойчивость оболочек [5] и кольца круго-

вой формы в статической и динамической 

постановке [6] впервые установлено, что 

коэффициент приведенной конструктивной 

жесткости на изгиб служит важным крите-

риальным параметром при потере устойчи-

вости в малом. При неограниченном 

уменьшении уровня возмущений при по-

стоянном значении осевой силы (N0=сonst) 

амплитуда виртуального прогиба может 

быть сколь угодно малой, если коэффици-

ент Сп0. В итоге при ненулевом значении 

приведенной конструктивной жесткости 

обеспечивается свойство деформируемой 

системы  незначительно отклоняться от 

исходного положения равновесия при дей-

ствии слабых возмущений. Данный вывод 

отвечает критерию устойчивости по Ляпу-

нову и распространяется на стержневые си-

стемы и тонкостенные оболочки. С точки 

зрения динамической устойчивости при 

условии Сп0 обеспечиваются слабые ко-

лебания деформируемой системы в доста-

точно малой окрестности исходного состоя-

ния. Центрально-сжатый стержень (стойка) 

при малых возмущениях, совершая колеба-

ния на виртуальном уровне, не переходит к 

качественно новому состоянию равновесия. 

В то же время увеличение осевой силы, 

характеризуемой параметром N0, приводит 

к изменению коэффициента Сn  в сторону 

уменьшения, происходит своего рода 

«релаксация» – понижение приведенной 

конструктивной жесткости деформируе-

мой системы. Колебательные движения 

системы на виртуальном уровне замедля-

ются вследствие ослабления упругих воз-

вращающих сил. Когда приведенная кон-

структивная жесткость в плоскости 

минимальной жесткости становится 

равной нулю, проявляется свойство про-

странственной конструкции восприни-

мать избирательно в «резонансе» сколь 

угодно слабые возмущающие воздействия, 

не отличающиеся от шума окружающей 

среды. В концептуальных моделях синер-

гетики [7] данной проблеме уделяется осо-

бое внимание. Обнаруженное свойство 

«самовозбуждения» предельно сжатых 

пространственных конструкций в точке 

бифуркации углубляет представление об 

особенностях разрушения конструкций и 

позволяет обосновать концепцию Эйлера в 

решении задач устойчивости в малом. 

Анализ виртуального состояния шарнирно-

закрепленного стержня в статической по-

становке задачи с учетом приведенного 

выше ряда Фурье для виртуальных пара-

метров q  и   позволяет получить для 

каждой гармоники зависимость nnn fС    

в развернутом виде: 

nn fNEI
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При нулевом значении коэффициента 

приведенной конструктивной жесткости 

Cn=0 усилие N0  рассматривается как функ-

ция числа волн (полуволн). Из условия ана-

литического минимума параметра N0 нахо-

дится конкретное число n=n* для основной 

формы изгиба. В результате при заданных 

граничных условиях в точке бифуркации, 

характеризующейся отсутствием приве-

денной конструктивной жесткости на из-
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гиб, определяется основная форма изгиба 

как наиболее вероятная. Основная форма 

изгиба для предельно сжатого прямолиней-

ного стержня реализуется при пороговом 

значении параметра EI
L

N
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шарнирного закрепления и при значении 
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
 в случае жесткого защемления 

торцов. В таком же виде записываются клас-

сические формулы Эйлера для определения 

критической силы при потере устойчивости 

стержня. Как следует из соотношения (2), 

пороговому значению параметра N0 в отсут-

ствие приведенной конструктивной жестко-

сти С
*
=0 для основной формы изгиба отве-

чает неограниченное возрастание амплитуды 

виртуального прогиба при сколь угодно ма-

лых возмущающих воздействиях. 

В реальных условиях потери устойчиво-

сти прямолинейный стержень и другие де-

формируемые системы правильной геомет-

рической формы (пластины, тонкостенные 

оболочки) спонтанно получают в детерми-

нированном виде макромасштабные проги-

бы, характеризующиеся достаточно малы-

ми амплитудами в конечных действитель-

ных величинах. При нулевой приведенной 

жесткости на изгиб в состоянии «само-

возбуждения» предельно сжатого 

стержня обеспечивается спонтанное 

возникновение макромасштабного проги-

ба в детерминированном виде для основ-

ной формы изгиба. По существу, здесь 

имеет место скачкообразный переход от 

напряженно-деформированного состояния 

стержня на уровне виртуальных прогибов к 

напряженно-деформированному  в действи-

тельных макромасштабных прогибах. Такой 

спонтанный, самопроизвольный процесс 

логично рассматривать как эффект нуле-

вой жесткости. В эффекте нулевой жест-

кости предельно сжатый стержень теряет 

способность сопротивляться внешним воз-

действиям на уровне шума окружающей 

среды. В таком случае слабые возмущаю-

щие воздействия сколь угодно малой ин-

тенсивности способны привести к «макро-

скопически регистрируемому результату». 

В современной постановке задачи 

устойчивости используется концепция 

Эйлера, согласно которой заведомо пред-

полагается, что деформируемая система в 

условиях сжатия, в частности центрально-

сжатый прямолинейный стержень, по той 

или иной причине может принимать сла-

боизогнутую макромасштабную форму в 

действительных прогибах. В таком случае 

рассматривается однородное дифферен-

циальное уравнение статического равно-

весия в постановке Эйлера 
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В классической механике предполагает-

ся, что возникновение прогиба w(x) смеж-

ной формы равновесия обусловлено 

начальными несовершенствами. В таком 

случае взаимная связь начальных несовер-

шенств и прогиба w(x) должна получить 

отражение в той или иной математической 

модели. Однако дифференциальное урав-

нение (3) используется для определения 

критической силы без учета начальных не-

совершенств. Более того, нетривиальное 

решение однородного уравнения (3) свиде-

тельствует о том, что прогиб w(x) отсут-

ствует до момента достижения эйлеровой 

силы. В таком случае причина внезапного 

возникновения поперечного прогиба в точ-

ке бифуркации центрально-сжатого стерж-

ня без дефектов и стержня с непредусмот-

ренными несовершенствами требует объ-

яснения. В нетривиальном решении данно-

го уравнения стрела прогиба w(x) характе-

ризуется неопределенным значением. Та-

кой результат согласуется с данными экс-

периментов. Поэтому в инженерной прак-

тике ограничиваются формулой Эйлера, не 

уделяя внимания поперечному механиче-

скому импульсу при внезапном выпучива-

нии стержня. Наблюдение и опыт свиде-

тельствуют о том, что выпучивание упруго-

го стержня с несовершенствами происхо-

дит при критическом значении осевой си-

лы, равном эйлеровой силе, и характеризу-

ется эффектом прощелкивания. 

С другой стороны, тщательно изготов-

ленный прямолинейный стержень при осе-

вом сжатии теряет устойчивость при эйле-
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ровой силе без явно выраженного эффекта 

прощелкивания как в условиях шарнирной 

опоры, так и в условиях жесткого защемле-

ния торцов. В частности, без эффекта про-

щелкивания происходит потеря устойчиво-

сти стержня с закрепленными концами при 

равномерном нагреве по всей длине. Как 

известно [8], выпучивание стержня в усло-

виях нагрева происходит без каких-либо 

активных нагрузок. Нетривиальным реше-

нием однородного дифференциального 

уравнения (3) для нагретого стержня опре-

деляется критическое значение осевой си-

лы, которое характеризуется потерей 

устойчивости в малом. При потере устой-

чивости в малом рассматривается смежная 

форма равновесия, бесконечно близкая к 

исходной форме. Однако механизм возник-

новения прогибов смежной формы равно-

весия в литературе отсутствует. Не описан 

также процесс возникновения конечных 

прогибов несмежной формы равновесия 

при внезапном выпучивании упругого 

стержня с несовершенствами. 

Механизм выпучивания прямолинейного 

упругого стержня при потере устойчивости 

в малом, без прощелкивания, и механизм 

внезапного выпучивания стержня с явно 

выраженным динамическим эффектом про-

щелкивания характеризуются принципиаль-

ным различием. Чтобы убедиться в этом, 

необходимо уделить внимание слабым воз-

мущающим воздействиям окружающей сре-

ды. С этой целью представляется целесооб-

разным рассмотреть потерю устойчивости 

удлиненной металлической трубки [1] с 

жидкостью или газом. Рассматривается слу-

чай передачи усилия на стержень в виде 

трубки внутренним давлением жидкости 

или газа. Действие сжимающей силы осу-

ществляется приложением осевой силы к 

пробке, вставленной в отверстие трубки без 

трения. В данном случае жидкость (или газ) 

сжимается давлением р, сжимающее усилие 

в сечениях трубки отсутствует. 

Казалось бы, без внутреннего сжимаю-

щего усилия, без соответствующих напря-

жений сжатия и потенциальной энергии 

докритического сжатия прямолинейная 

трубка идеальной геометрической формы 

не должна терять устойчивость. Однако 

анализ виртуального состояния трубки с 

жидкостью в условиях слабых возмущаю-

щих воздействий интенсивностью q  сви-

детельствует о том, что трубка получает 

сколь угодно малый макромасштабный 

прогиб w(x) в детерминированном виде при 

нулевом значении приведенной конструк-

тивной жесткости )( *

2

2

2

2
* рFEI

LL
С 


 в 

соотношении (2). Здесь EI – жесткость 

трубки на изгиб; F
*
 – площадь сечения 

трубки «в свету». Если трубка и пробка за-

креплены шарнирно, значение критической 

силы при условии С
*
=0 равно эйлеровой 

силе EI
L

Т
Э

кр 2

2
 . Следует подчеркнуть, 

что металлическая трубка с жидкостью, 

имеющая начальные несовершенства, теряет 

устойчивость при том же значении крити-

ческой силы, но без динамического эффек-

та прощелкивания, то есть при потере 

устойчивости в малом. 

Потеря устойчивости без прощелкива-

ния рассматриваемой трубки с несовершен-

ствами обусловлена слабыми возмущаю-

щими воздействиями окружающей среды в 

эффекте приведенной нулевой жесткости, 

отсутствии в нормальных сечениях трубки 

деформаций изгиба при нагружении в до-

критической стадии внутренним давлением 

жидкости. В эффекте нулевой жесткости 

при максимально допустимом значении 

усилия N0
*
=pF

*
 виртуальный прогиб 

L

x
f


 sin  по основной форме изгиба 

трансформируется в макромасштабный 

прогиб в детерминированном виде 

L

x
fw


sin  при отсутствии поперечного 

механического импульса. Выражение для 

прогиба w(x) используется в уравнении ста-

тического равновесия (3) слабоизогнутой 

трубки для определения критического зна-

чения осевой силы. 

По результатам анализа следует вывод о 

том, что выпучивание сжатого прямоли-

нейного стержня при потере устойчивости 

в малом обеспечивается реально суще-
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ствующими слабыми воздействиями окру-

жающей среды в эффекте нулевой жестко-

сти. При предельно допустимом значении 

параметра N0 сжатый стержень теряет при-

веденную конструктивную жесткость на 

изгиб согласно соотношению (2). С учетом 

соотношения (2) в эффекте нулевой жест-

кости виртуальный прогиб основной фор-

мы изгиба с неограниченно большим зна-

чением амплитуды трансформируется в 

действительный макромасштабный прогиб. 

Макромасштабный прогиб при потере 

устойчивости в малом отвечает смежной 

форме статического равновесия и характе-

ризуется неопределенным значением стре-

лы прогиба, меньшим любого наперед за-

данного значения. Формирование макро-

масштабного прогиба в детерминирован-

ном виде происходит при предельно допу-

стимом значении параметра 


0N , равном 

критическому значению осевой силы Ткр
Э
 в 

постановке Эйлера. 

Как свидетельствуют эксперименты, вы-

пучивание упругого стержня с несовершен-

ствами происходит при критическом значе-

нии осевой силы, равном значению эйлеро-

вой силы, но характеризуется эффектом 

прощелкивания. При внезапном выпучива-

нии такого стержня  при осевой силе, рав-

ной эйлеровой силе Ткр
Э
, стрела прогиба 

определяется не сколь угодно малой, а ко-

нечной величиной с неопределенным зна-

чением – порядка линейного размера попе-

речного сечения стержня. Такой характер 

выпучивания с динамическим эффектом 

отвечает потере устойчивости в большом. 

Для определения критической силы в дан-

ной задаче не требуются конкретные дан-

ные об уровне и характере распределения 

по длине стержня малых начальных несо-

вершенств, поскольку их влияние на значе-

ние критической нагрузки ограничивается в 

пределах естественного разброса экспери-

ментальных данных. В дифференциальном 

уравнении устойчивости (3) влияние попе-

речного механического импульса при вы-

пучивании стержня не рассматривается. 

Для описания механизма возникновения 

поперечного механического импульса при 

внезапном выпучивании предельно сжа-

того стержня требуется физико-

математическое представление. В меха-

нике деформируемых систем в решении 

задач устойчивости с динамическим эф-

фектом соответствующая физико-

математическая модель отсутствует. 

Механизм возникновения поперечно-

го импульса при внезапном выпучива-

нии стержня с реально существующими 

несовершенствами 

Анализируя принципиальные моменты 
при потере устойчивости в малом и боль-
шом, В.И. Феодосьев приходит к выводу: 
«Анализ возможных форм равновесия явля-
ется только частью исследований устойчи-
вости и не решает задачи полностью» [1, с. 
263]. Как свидетельствуют эксперименты, 
при сжатии реальных стержней интенсив-
ность поперечного механического импульса 
при внезапном выпучивании определяется 
уровнем начальных несовершенств, соот-
ветственно и энергией деформации изгиба, 
накопленной в докритической стадии 
нагружения стержня за счет несовершенств. 
В теории устойчивости и практике инже-
нерных расчетов устойчивости стержня и 
прямолинейной стойки при осевом сжатии 
этот фактор не рассматривается. Однако при 
потере устойчивости гладких цилиндриче-
ских и сферических оболочек с реальными 
несовершенствами влиянием механического 
импульса определяется образование локаль-
ных вмятин при выпучивании оболочки с 
эффектом хлопка. В таком случае, как сви-
детельствуют экспериментальные данные, 
потеря устойчивости цилиндрической обо-
лочки при осевом сжатии и сферической 
оболочки при внешнем давлении в реальных 
конструкциях происходит при значении 
критической нагрузки, в 2-3 раза меньшем 
значения верхней критической нагрузки. 
Верхняя критическая нагрузка определя-
ется теоретически на основе концепции 
Эйлера [8] для оболочек правильной гео-
метрической формы без начальных несо-
вершенств. Поскольку реально существу-
ющие несовершенства имеют неконтро-
лируемый характер, в инженерных расче-
тах используются эмпирические коэффи-
циенты, обеспечивающие на основе 
опытных данных значений критических 
нагрузок, существенно меньших верхнего 
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значения. В статьях [9, 10] представлено 
теоретическое обоснование критической 
нагрузки при локальном выпучивании ци-
линдрической оболочки в условиях осевого 
сжатия и сферической оболочки при дей-
ствии внешнего избыточного давления. 

Согласно проведенному выше анализу 

внезапное выпучивание сжатого стержня 

обеспечивается в эффекте нулевой жестко-

сти. Интенсивность внезапного выпучива-

ния определяется уровнем начальных несо-

вершенств, включая малые отклонения 

стержня от прямолинейной осевой линии. 

Заслуживает внимания замечание по этому 

поводу Н. Хоффа: «Даже если отклонения 

так малы, что не могут быть замерены 

непосредственно в лаборатории, их влия-

ние отражается в теоретическом исследо-

вании и при эксперименте» [11, стр. 22]. 

Как свидетельствуют данные измерений при 

экспериментах, в процессе нагружения упру-

гого стержня с реальными несовершенствами 

наряду с деформациями равномерного сжа-

тия тензорезисторные датчики регистрируют 

деформации изгиба с произвольными значе-

ниями в ограниченных пределах. 
Деформациями изгиба при докритиче-

ском сжатии обеспечиваются достаточно 
малые прогибы w(x) неконтролируемого 
характера. По мере увеличения осевой си-
лы происходит развитие деформаций изги-
ба соответственно и прогибов согласно вы-

ражению 
2

2

dx

wd
hи  . Параметром и  ха-

рактеризуется деформация на наружной 
поверхности стержня в плоскости 
наименьшей жесткости на изгиб. (Положе-
ние материальных волокон на противопо-
ложных сторонах внешней поверхности 
стержня относительно нейтральной оси ха-
рактеризуется параметром h ). Деформа-
ции изгиба на наружной поверхности ре-
ального стержня в условиях его сжатия 
осевой силой регистрировались в процессе 
статических испытаний двух опытных об-
разцов (№ 1, 2). Испытания проводились на 
удлиненных стержневых образцах плоской 
формы длиной L=450 мм с прямоугольным 
поперечным сечением шириной в=50 мм и 
толщиной 2h=8,25 мм. В качестве исходно-
го материала для изготовления плоских об-
разцов использовался лист стального про-

ката толщиной 8,25 мм. Материал листа – 
Ст. 20. Уровень реальных несовершенств 
определялся условиями технологического 
процесса при промышленном изготовлении 
стального листа. Видимых признаков от-
клонения от исходной прямолинейной 
формы на образцах не обнаружено. 

Образец № 1 нагружался в условиях 

шарнирного закрепления торцов. Внезап-

ная потеря устойчивости стержня произо-

шла при значении осевой силы Ткр=2570 кг 

(расчетное значение эйлеровой силы 

Ткр
Э
=2280 кг). Нагружение образца № 2 

проводилось при измененных граничных 

условиях: шарнирная опора на одном кон-

це, на другом конце – свободная опора 

плоским торцом стержня на жесткое осно-

вание с гладкой поверхностью. Плоскость 

торца и соответствующая площадь контакта 

торца с основанием определялись линейны-

ми размерами поперечного сечения стержня. 

Внезапная потеря устойчивости стержня 

произошла при значении осевой силы 

Ткр=4710 кг (расчетное значение эйлеровой 

силы Ткр
Э
=4560 кг). Осевые напряжения сжа-

тия в докритической стадии нагружения со-

ответствовали упругим деформациям. 

По результатам статических испытаний 

двух образцов на рисунке представлен харак-

тер изменения во времени деформаций изги-

ба и  стержня с реальными несовершенства-

ми в процессе непрерывного сжатия. 

Деформация изгиба с положительным 

значением отвечает растяжению матери-

альных волокон на выпуклой стороне. 

Соответственно на вогнутой стороне де-

формация изгиба принимает отрицательное 

значение. Показания тензорезисторных дат-

чиков на рисунке включают также деформа-

цию равномерного сжатия. Поскольку в 

условиях эксперимента действие внешних 

поперечных сил отсутствовало, возникнове-

ние деформаций изгиба при осевом сжатии 

прямолинейного стержня обусловлено 

начальными несовершенствами на макро-

масштабном уровне. Как следует из рисун-

ка, при значении осевой силы, достаточно 

близком к критическому значению (поряд-

ка 0,9 Ткр), наблюдается интенсивное раз-

витие деформаций изгиба. Когда значение 

Т/Ткр приближается к единице, коэффици-
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ент приведенной конструктивной жестко-

сти на изгиб становится незначительным 

согласно соотношению (2). В таких услови-

ях ускоренное развитие деформаций изгиба 

по нелинейной зависимости во времени при 

непрерывном нагружении носит кратко-

временный характер. 

 

  

Изменение во времени деформаций изгиба  

в процессе непрерывного нагружения  

стержневого образца осевой силой 

Одновременно при интенсивном раз-

витии деформаций изгиба в докритиче-

ской стадии нагружения накапливается 

энергия изгиба согласно выражению 

dx
dх

wd
ЕIU

L

2

2

2

0

0 )(
2

1
 . Макромасштабный 

прогиб w(x) в данной формуле обусловлен 

деформациями изгиба и  согласно приве-

денному выше выражению. Поскольку де-

формации изгиба обусловлены малыми 

начальными несовершенствами неконтро-

лируемого характера, соответственно и 

прогибы стержня являются неопределен-

ными в докритической стадии нагружения. 

Как следствие, энергия деформации изгиба 

U0 также характеризуется неопределенным 

значением конечной величины. 

В завершающей стадии интенсивного 

развития деформаций изгиба при макси-

мальном значении осевой силы, равном 

критическому значению, соответственно и 

при нулевом значении приведенной кон-

структивной жесткости происходит вне-

запное выпучивание стержня с образовани-

ем макромасштабного прогиба в детерми-

нированном виде. Внезапное выпучивание 

стержней в течение короткого промежутка 

времени (порядка 0,2 с) с динамическим 

эффектом прощелкивания отвечает верти-

кальным прямым на рисунке. В экспери-

ментах британского исследователя Н. Хо-

ффа [11] прощелкивание стержня происхо-

дило в течение приблизительно 0,01 с. 

По этому же поводу в монографии Н. Хоффа 

приводится замечание Кармана: «После того 

как достигается максимальная нагрузка, 

большинство стержней теряет устойчивость 

так внезапно, что манометры и тензометры 

получают сильные толчки» [11, с. 62]. 

Представляется очевидным, что такой 

спонтанный процесс за предельно короткое 

время обеспечивается действием попереч-

ного механического импульса, возникнове-

ние которого обусловлено внутренними 

факторами в эффекте нулевой жесткости. В 

рассматриваемом случае потери устойчи-

вости реального стержня с несовершен-

ствами формирование механического им-

пульса происходит за счет энергии дефор-

мации изгиба U0, накопленной в докрити-

ческой стадии нагружения. 

В эффекте нулевой жесткости предельно 

сжатого стержня происходит перестройка 

структур межкристаллических связей в 

конструкционном материале. Соответству-

ющая перестройка проявляется в транс-

формации деформаций изгиба в недетер-

минированном виде в деформацию изгиба 

материальных волокон, обеспечивающую 

макромасштабный детерминированный про-

гиб стержня по основной форме изгиба. 
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Спонтанное возникновение макромасштаб-

ного прогиба w
*
(x) в детерминированном 

виде обеспечивается свойством «самовоз-

буждения» предельно сжатого стержня в 

условиях слабых возмущающих воздей-

ствий окружающей среды. Для шарнирно-

опертого стержня прогиб характеризуется 

выражением 
L

x
fw


sin**  . 

В свою очередь, прогибом w
*
(x) согласно 

выражению dx
dх

wd
ЕI

L

2

2

*2

0

)(
2

1
  определяется 

энергия деформации изгиба в состоянии 

статического равновесия изогнутого 

стержня в заключительной стадии внезап-

ного выпучивания с динамическим эффек-

том. С учетом приведенного выражения 

для макромасштабного прогиба w
*
(x) в де-

терминированном виде данную энергию 

логично именовать формообразующей 

2*

3

4

)(
4

f
L

EI
ЭФ


 . При этом значение стрелы 

прогиба f
* 

 определяется конечной величи-

ной. 

Проведенный анализ свидетельствует о 

том, что энергия деформации, равная фор-

мообразующей энергии, необходима для 

того, чтобы прогиб стержня по основной 

форме изгиба на виртуальном уровне реа-

лизовался в действительный прогиб, обес-

печивающий состояние статического рав-

новесия изогнутого стержня с конечным 

значением стрелы прогиба f.
*
 В качестве 

источника для формообразующей энергии 

рассматривается энергия изгиба U0 соглас-

но закону сохранения энергии. Предвари-

тельно в начальный момент внезапного вы-

пучивания стержня тот же источник энер-

гии используется для образования попереч-

ного механического импульса в эффекте 

нулевой жесткости. В данном процессе по-

добно направленному взрыву происходит 

освобождение энергии изгиба U0 за пре-

дельно короткий промежуток времени. 

При этом амплитудное значение интенсив-

ности механического импульса определяет-

ся формулой 
L

mU
i 0* 2 . Распределение 

импульса i по длине стержня с погонной 

массой m адекватно основной форме изгиба 

w
*
(x) и определяется соотношением 

L

х
ii


sin* . Согласно приведенной форму-

ле с уменьшением длины стержня интен-

сивность импульса увеличивается, что под-

тверждается экспериментами. 

Несущая способность стержня с 

несмежной формой статического равно-

весия 

В завершающей стадии внезапного вы-

пучивания стержня с несовершенствами 

прогиб w
*
(x) рассматривается в качестве 

начальной погиби изогнутого стержня в 

условиях его нагружения осевой силой Т. 

В таком случае используется неоднородное 

дифференциальное уравнение продольно-

поперечного изгиба 

)(*

12

1

2

xТwТw
dх

wd
ЕI  .          (4) 

Функцией 
L

х
fw


sin**   в уравнении (4) 

обозначается начальная погибь шарнирно-
закрепленного стержня. Соответствующая 
стрела f

*
 начальной погиби рассматривается 

как заданная. Функцией w1(х) характеризу-
ется прогиб качественно нового структур-
ного образования в закритической стадии 
нагружения осевой силой Т. В рассматри-
ваемом случае учитывается условие, при 
котором стержень с начальным прогибом 
w

*
(х) и соответствующей формообразую-

щей энергией ЭФ обеспечивает статическое 
равновесие с новой формой изгиба w1(х). 
Отличительной особенностью нового 
структурного образования является про-
дольно-поперечный изгиб при действии 
осевой силы Т согласно (4). Определяющим 
фактором в соответствующем процессе де-
формирования является отличный от нуля 
коэффициент жесткости на изгиб [8] 

EI
fL

Си *2

2
  в соотношении 1fСТ и . 

Параметром f1 характеризуется амплитуда 
прогиба w1(х) при продольно-поперечном 
изгибе стержня с начальным прогибом 
w

*
(х) по одной полуволне синуса. Следует 

заметить, что в докритической стадии 
нагружения прямолинейного стержня (без 
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начальной погиби) деформация осевого 
сжатия обеспечивается также отличным от 
нуля коэффициентом жесткости на сжатие 

L

EF
С 0  в соотношении uСТ 0 . Пара-

метром u характеризуется осевое переме-
щение торца стержня при постоянном ко-

эффициенте линейной жесткости 00 С . 

При шарнирном закреплении концов 

стержня решением дифференциального 

уравнения (4) определяется дополнитель-

ный прогиб w1 по одной полуволне синуса 

и полная стрела прогиба f = f
*
+ f1 согласно 

формуле [8] 

Э

крТ

Т

f
f





1

*

.                     (5) 

Как следует из приведенного выраже-

ния, при значении осевой силы Т=Ткр
Э
 пол-

ная стрела прогиба f при любом значении 

параметра f
*
 начальной погиби принимает 

бесконечное значение, что свидетельствует 

о потери несущей способности стержня в 

закритической стадии нагружения. Полу-

ченный результат служит основанием для 

вывода о том, что критическое значение 

осевой силы, равное эйлеровой силе, не 

зависит от деформаций изгиба в докри-

тической стадии нагружения упругого 

стержня с несовершенствами.  
Результаты проведенного анализа слу-

жат теоретическим обоснованием потери 
устойчивости в большом реального стерж-
ня с образованием конечного прогиба с не-
определенным значением стрелы прогиба. 
Возникновение конечного прогиба в дина-
мическом эффекте нулевой жесткости обу-
словлено энергией деформации изгиба, 
накопленной за счет несовершенств при 
сжатии стержня. Математическое модель-
ное представление явления потери устой-
чивости прямолинейной стойки (стержня) с 
несовершенствами получило эксперимен-
тальное подтверждение при нагружении 
макромасштабной балки осевой сжимаю-
щей силой. С этой целью использовалась 
удлиненная стальная балка натурных раз-
меров, выступающая в качестве несущего 
силового элемента в составе пространствен-
ной конструкции. Балка длиной 4730 мм 

изготовлена из конструкционного материа-
ла марки Ст. 3. Сечение балки полое, ко-
робчатого типа, характеризуется размером 

120140 мм по периметру сечения с пло-
щадью 26,6 см

2
. Начальные непредусмот-

ренные несовершенства балки включают 
неоднородности механических свойств 
материала и малые отклонения от прямо-
линейной оси, обусловленные технологи-
ческим процессом изготовления. Конструк-
тивное выполнение заделки торцов в усло-
виях статического нагружения балки отве-
чало условию, близкому к шарнирной опоре. 
При осевом сжатии силой ТКР=42000 кг 
балка потеряла устойчивость с внезапным 
выпучиванием. Критическое значение осе-
вой силы по формуле Эйлера для рассмат-
риваемой балки ТКР

Э
=38800 кг. Отличие 

расчетного значения критической нагрузки 
от экспериментального значения составляет 
10,8%. Для балки натурных размеров такое 
отличие согласуется с естественным раз-
бросом экспериментальных данных. 

Выводы 

Внезапное выпучивание при потере 

устойчивости сжатого стержня, стойки с 

реально существующими несовершенства-

ми обусловлено действием поперечного 

механического импульса в эффекте нуле-

вой жесткости. Выпучивание с динамиче-

ским эффектом прощелкивания характерно 

для потери устойчивости в большом. Ин-

тенсивность механического импульса и со-

ответствующее значение стрелы прогиба 

определяются энергией изгиба, накоплен-

ной в докритической стадии нагружения за 

счет непредусмотренных несовершенств, и 

потому характеризуются неопределенными 

значениями в ограниченных пределах. 

Выпучивание центрально-сжатого пря-

молинейного стержня без начальных несо-

вершенств обусловлено слабыми возмуща-

ющими воздействиями окружающей среды 

при нулевом значении приведенной кон-

структивной жесткости на изгиб и характе-

ризуется потерей устойчивости в малом с 

неопределенным значением амплитуды 

прогиба, меньшим любой наперед заданной 

конечной величины. 
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