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ВЫБОР ОПТИМАЛЬНЫХ ТРАЕКТОРИЙ РАКЕТ-НОСИТЕЛЕЙ 
КОСМИЧЕСКИХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 

Проведен анализ существующих методов выбора траекторий ракет-носителей космических 
летательных аппаратов. Предложен обобщенный метод выбора оптимальных траекторий по-
лета ракет-носителей в центральном гравитационном поле при запуске искусственных спутни-
ков Земли. 

Проведено аналіз існуючих методів вибору траєкторій ракет-носіїв космічних літальних апара-
тів. Запропоновано узагальнений метод вибору оптимальних траєкторій польоту ракет-носіїв у 
центральному гравітаційному полі під час запуску штучних супутників Землі. 

An analysis of the existing methods of trajectories selection of spacecraft launch vehicles is performed. 
A generalized method is proposed for selection of optimal flight trajectories of launch vehicles in the central 
gravitational field when launching the artificial earth satellites. 

Вопросу определения оптимальных тра-
екторий в задачах космической баллистики в 
настоящее время уделяется большое внима-
ние. Ему посвящены многие работы отече-
ственных и зарубежных авторов. При этом в 
большинстве работ решается задача перехо-
да из одной заданной точки пространства в 
другую по траектории, обеспечивающей 
минимум расхода топлива [1-9]. В качестве 
оптимизируемого функционала использует-

ся интеграл вида 
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расход массы за время полета, т.е. при за-
данном режиме работы двигателя оптими-
зируется продолжительность активного 
участка траектории. Краевые условия в 
граничных точках в этом случае задаются 
полностью или некоторые из них остаются 
свободными. При неполностью заданных 
краевых условиях в качестве дополнитель-
ного оптимизируемого функционала рас-
сматриваются также параметры движения 
на левом или правом концах интегрирова-
ния (скорость, высота, дальность, угол 
наклона вектора скорости и т.п.), входящие 
в уравнения связи. В том числе когда необ-
ходимо оптимизировать некоторый функ-
ционал, зависящий от нескольких или от 
всех параметров движения (высота апогея и 
перигея, эксцентриситет орбиты, период 
обращения, энергия и т.п.), решение значи-
тельно усложняется и требует очень боль-
шого количества времени даже при приме-
нении электронно-вычислительных машин. 

Рассмотрим метод оптимизации актив-
ных участков траекторий космических ле-
тательных аппаратов (КЛА) исходя из ко-
нечной цели выведения на заданную орби-
ту. При этом в качестве оптимизируемого 
функционала может быть выбрана любая 
характеристика получаемой орбиты (высо-
та апогея и перигея, период обращения, 
скорость в любой точке орбиты, угловое 
положение перигея, фокальный параметр и 
т.д.). Задачу будем решать для случая дви-
жения в центральном гравитационном поле 
при ряде упрощающих предположений. 
Основное требование − разработать мето-
дику, позволяющую за 3-4 приближения 
получить оптимальную траекторию. 

Постановка задачи. Положение объекта 
в пространстве полностью характеризуется 
следующими шестью основными элемен-
тами орбиты: 
Ω −  долгота восходящего узла; 
i −  наклонение орбиты; 
ω −  аргумент широты перицентра; 
α −  большая полуось орбиты; 
е −  эксцентриситет орбиты; 
τ −  момент прохождения через пери-

центр. 
Для отдельных случаев (круговая, пара-

болическая орбиты) ряд этих элементов те-
ряет смысл. 



 

Если эти элементы известны, то положе-
ние и скорость КЛА в любой момент вре-
мени t также известны. 

Кроме этих основных элементов, в 
небесной механике применяются и другие 
величины, заменяющие их. 

Эллиптическая орбита 
Ω i ω α е τ 
– – π n ϕ' ε 
ατ βτ γτ T – Мо 

α'τ β'τ γ'τ hπ ha – 
– – – P – – 

Гиперболическая 
орбита 

Ω i ω α е τ 
– – π hπ – – 
ατ βτ γτ ρ – – 
α'τ β'τ γ'τ – – – 

В таблицах заменяющие элементы напи-
саны под каждым из основных, который 
они могут заменить. 

При запуске космических объектов 
необходимо обеспечить заданное значение 
тех параметров орбиты, от которых зависит 
выполнение той или иной поставленной 
задачи. Остальные параметры могут быть 
выбраны произвольно. 

Рассмотрим методы обеспечения задан-
ных параметров орбиты. 

1. Параметры Ω, i, ω и заменяющие их 
элементы определяют: 
− ориентацию плоскости орбиты в про-

странстве Ω, i; 
− ориентацию большой оси орбиты в 

плоскости орбиты ω. 
Заданные значения этих параметров при 

заданной точке старта ϕr.a, λo могут быть 
обеспечены в результате анализа следую-
щих характеристик: 

а) момента старта с Земли. Изменяя мо-
мент старта в диапазоне 0h≤t≤24h, можно 
обеспечить любое значение параметра Ω из 
диапазона 

0 ≤ Ω ≤ 360о; 
б) азимута запуска. Изменяя азимут за-

пуска в диапазоне –90о≤ ψо ≤+90о, можно 
обеспечить любое значение параметра i из 
диапазона 

(π-ϕr.a) ≥ i ≥ ϕr.a; 

в) момента старта с орбиты ожидания. 
Применяя промежуточную орбиту ожида-
ния и изменяя момент старта с нее в диапа-
зоне 0≤t≤T, можно обеспечить любое зна-
чение параметра ω из диапазона 

0 ≤ ω ≤ 360о. 

2. Параметр τ и заменяющие его элемен-
ты определяют положение спутника на ор-
бите в начальный момент времени. Задан-
ное значение этого параметра может быть 
обеспечено в результате применения про-
межуточной орбиты подбором соответ-
ствующего витка для перехода на заданную 
орбиту. 

3. Оставшиеся элементы α, е и заменя-
ющие их hπ, ha, ρ, T, n, ϕ определяют раз-
меры орбиты и ее формулы, при прочих 
равных условиях они полностью зависят от 
параметров конца активного участка траек-
тории выведения спутника на орбиту. 

Основное требование, которому должен 
быть подчинен выбор траекторий выведе-
ния, заключается в нахождении оптималь-
ного закона управления полетом ракеты-
носителя. В общем виде задача отыскания 
оптимального закона управления полетом 
ракеты-носителя заключается в нахожде-
нии траектории, обеспечивающей достиже-
ние заданного значения некоторого опреде-
ленного функционала f(hπ, ha, ρ, T, n, ϕ' и 
т.п.) при минимальных энергетических за-
тратах. 

Другая формулировка этой задачи: опре-
делить траекторию, обеспечивающую экс-
тремальное значение некоторого функцио-
нала f(hπ, ha, ρ, T, n, ϕ' и др.) при заданных 
энергетических затратах. 

Рассмотрим движение космического ле-
тательного аппарата под действием грави-
тационного поля планеты и двигательной  
установки КЛА. 

Предположим, что космический лета-
тельный аппарат первоначально выведен на 
круговую или эллиптическую орбиту ожи-
дания. В некоторый момент времени необ-
ходимо совершить маневр с целью решения 
определенной задачи: 

1) уход из сферы притяжения планеты; 
2) переход на эллиптическую орбиту; 
3) посадка на поверхность планеты и др. 



 

Найдем траекторию, обеспечивающую 
при заданных кинематических параметрах 
начала траектории экстремальное значение 
некоторого функционала J в момент вы-
ключения двигателя, который будем счи-
тать заданным. Вид функционала J будет 
зависеть от поставленной задачи. В силу 
взаимности полученное решение будет 
обеспечивать также достижение заданного 
значения функционала J при минимальном 
расходе топлива. 

При этом из постановки задачи следует, 
что необходимо рассматривать случай, ко-
гда маневр КЛА происходит в плоскости 
начальной орбиты, определяемой парамет-
рами  движения КЛА в момент выхода на 
орбиту ожидания. 

Будем считать, что траектория КЛА в 
пространстве определена, если получена 
замкнутая система дифференциальных 
уравнений, описывающих движение центра 
масс КЛА, и выбраны начальные условия 
интегрирования этой системы, обеспечива-
ющие достижение экстремального значения 
указанного функционала J. 

Ограничимся случаем, когда масса раке-
ты и тяга двигателя являются заданными 
функциями времени. 

Задачу будем решать при следующих 
упрощающих предположениях: 

1. Планета представляет собой шар с ра-
диально распределенной плотностью массы. 

2. Линейные размеры космического ко-
рабля незначительны по сравнению с рас-
стоянием между ним и центром планеты. 

3. Сопротивление среды отсутствует. 
4. Составляющая силы тяги, расходуе-

мая на управление, пренебрежимо мала по 
сравнению с общей тягой. 

Гравитационное поле сферической пла-
неты с радиально распределенной плотно-
стью массы представляет собой, как из-
вестно, центральное поле, определяемое 
потенциалом 

П=k  ∕ r,                         (1) 

где                           k=fMr.                           (2) 
Учитывая незначительность линейных 

размеров КЛА по сравнению с расстоянием 
между ним и центром планеты, предполо-

жим, что КЛА притягивается как матери-
альная точка с массой, равной массе КЛА. 

Кроме того, будем предполагать, что си-
стема управления и двигательная установка 
работают идеально: величина и направле-
ние вектора тяги всегда совпадают с про-
граммными величинами. Эти допущения, 
не снижая общности получаемых результа-
тов и не внося принципиальных и суще-
ственных погрешностей в исследования, 
позволяют упростить анализ и выбор экс-
тремальных траекторий. 

Уравнения движения. Векторное урав-
нение движения точки переменной массы 
под действием реактивной силы, связанной 
с отбросом массы, имеет такой вид: 

mV P F= +∑ ,  (3) 

где F∑  – равнодействующая внешних сил. 
В рассматриваемом случае равнодействую-
щая внешних сил равна силе тяжести. 

Рассмотрим стартовую систему коорди-
нат ОХУ, начало которой помещено в точ-
ке пересечения линии "центр Земли – центр 
масс КЛА" с поверхностью Земли в 
начальный момент времени: ось ОХ 
направлена по касательной к поверхности 
Земли в направлении движения КЛА, ось 
ОУ направлена вертикально вверх. 

При сделанных допущениях дифферен-
циальные уравнения движения КЛА (3) в 
проекции на оси стартовой системы коор-
динат будут иметь такой вид: 
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Проекции ускорения силы тяготения на 
осях ОХ и ОУ можно представить в таком 
виде: 
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С учетом выражения (6) систему урав-
нений движения (4) запишем так: 
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Учитывая, что при решении рассматри-
ваемых задач протяженность активного 
участка траектории старта с орбиты пред-
полагается более или менее ограниченной, 
с целью облегчения решения задачи упро-
стим выражение (5). 

Разложив в ряд функции gx и gy 
в окрестностях точки (0, 0) и ограничив-
шись членами, содержащими х и у в первой 
степени, получим следующую приближен-
ную систему: 
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С учетом выражения (8) система уравне-
ний движения (4) может быть записана так: 
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Системы уравнений (7) и (9) будут за-
мкнуты, если задать зависимость парамет-
ров Р, m, ϕ от времени. 

При заданных начальных условиях дви-
жения xo, yo, Vxo, Vyo эти уравнения полно-
стью определяют движение КЛА в цен-
тральном гравитационном поле. 

Уравнения экстремальной траекто-
рии. Траектория КЛА при сделанных 
упрощающих предположениях и допуще-
ниях описывается четырьмя дифференци-
альными уравнениями первого порядка (7) 

 

(10) 

и тремя конструктивными соотношениями 
Р=Р(t), m=m(t), ϕ=ϕ(t). В дальнейшем пер-
вые два соотношения [ ]( ), ( )P P t m m t= =  
будем считать заданными функциями вре-
мени. Задача состоит в нахождении третье-
го конечного соотношения )(tϕϕ = . 

Дифференциальные уравнения (10) яв-
ляются уравнениями связи между парамет-
рами Vx, Vy, x, y, ϕ. 

Эти уравнения включают одну независи-
мую переменную t и пять зависимых пере-
менных Vx, Vy, x, y, ϕ  и, следовательно, обла-
дают одной степенью свободы. Таким обра-
зом, для каждой заданной системы началь-
ных условий xo, yo, Vxo, Vyo существует беско-
нечное множество возможных траекторий, 
отличающихся произвольно заданным для 
каждой из них законом управления угловым 
положениям КЛА в пространстве ϕ. 

Пусть в начальный момент времени t=to 
заданы кинематические параметры движе-
ния точки переменной массы m 

xo; yo; Vxo; Vyo. 

Если на отрезке времени [to; tk] задан за-
кон управления ϕ угловым положением 
КЛА в пространстве, траектория объекта 
однозначно определена, так как в этом слу-
чае имеем однозначное решение 



 

x=ψ1(xo; yo; Vxo; Vyo; ϕ), 
y=ψ2(xo; yo; Vxo; Vyo; ϕ), 

           Vx=ψ3(xo; yo; Vxo; Vyo; ϕ),            (11) 
Vy=ψ4(xo; yo; Vxo; Vyo; ϕ). 

Требуется среди всех управлений ϕ, пе-
реводящих КЛА из точки с параметрами xo; 
yo; Vxo; Vyo в заданную точку пространства 
xk; yk; Vxk; Vyk, найти такое управление, ко-
торое обеспечивает экстремум некоторому 
функционалу 

                 J = f(xk; yk; Vxk; Vyk),              (12) 

зависящему от кинематических параметров 
движения в конце активного участка траек-
тории. 

Траекторию, удовлетворяющую этому 
условию, будем называть  экстремальной. 

Как мы уже указывали выше, вид функ-
ционала (12) зависит от поставленной зада-
чи. При определении экстремальной траек-
тории не будем конкретизировать этот 
функционал. Представим его в общем виде, 
предполагая, что существуют непрерывные 
на отрезке времени [to; tk] первые произ-
водные от этого функционала по координа-
там и скоростям. 

Заметим, что мы оптимизируем пара-
метры орбиты, которые являются функци-
ями только скоростей и координат и не за-
висят от их производных. 

Решим задачу на условный экстремум 
функционала (12). Для этого рассмотрим 
новый функционал, эквивалентный функ-
ционалу  (12): 

( ; ; ; ) .
k k

o o

t t

k k xk yk
t t

F J Hdt f x y V V Hdt= + = +∫ ∫     (13) 

При этом подынтегральная функция бу-
дет иметь такой вид: 

44332211 ωλωλωλωλ +++=Н ,      (14) 

где 1 2 3 4, , ,λ λ λ λ  – некоторые  пока неопре-
деленные функции времени; ω1, ω2, ω3, ω4 
определяются согласно (9). 

Функционал F в силу условия (9) экви-
валентен функционалу (12), так как подын-
тегральная функция Н обращается в нуль 
при любых значениях параметров λi. 

Очевидно, что будут совпадать и вариа-
ции этих функционалов. Обозначим через 
qi варьируемые функции 

qi = x, y, Vx, Vy, ϕ  

и возьмем первую вариацию от функциона-
ла (13). Она будет иметь следующий вид: 
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Интегрируя по частям, получаем 
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Проведем анализ вариации функционала 
Fδ . 
1. Первый член выражения (16) можно 

переписать в виде 

5

1

.

k

i xo yo o
i xo yo oi

o

o o xk yk k
o o xk yk k

k k
k k

t t
J J J JQ q V V x
q V V x

t t
J J J J Jy V V x
y V V x

J Jy
y

δ δ δ δ δ

δ δϕ δ δ δ
ϕ

δ δϕ
ϕ

=

=
∂ ∂ ∂ ∂

= = + + +
∂ ∂ ∂ ∂

=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ +
∂ ∂

∑
  (17) 

Учитывая, что в начальный момент вре-
мени t = to значения варьируемых функций 
заданы, их вариации следует приравнять к 
нулю: 

0xo yo o oV V x yδ δ δ δ= = = = . (18) 

Предполагая, что функция J не зависит 
явным образом от программы тангажа, 
можно записать равенство 

0 .J
ϕ
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=
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С учетом (18) и (19) выражение (17) 
упрощается: 
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2. Рассмотрим второй член выраже-
ния (16) 
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 (21) 

Поскольку длина интервала интегриро-
вания [to; tк] согласно постановке задачи 
задана, вариация времени δt должна быть 
равна нулю 

δt = 0,   (22) 

и выражение (21) с учетом (18), (19) может 
быть переписано в таком виде: 
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Поскольку функция Н не зависит явным 
образом от производной ϕ , имеет место 
равенство 
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легко определяются из (14) и (10): 

 
; 

 
; 

 
; к

ку
Н

4λ=∂
∂


. (25) 

В результате второй член выражения 
(16) упрощается 

1 2 3 4 .к хк к ук к к к кV V х уδ λ δ λ δ λ δ λ δΖ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  (26) 

3. Из результатов анализа (20), (22) и 
(26) следует, что вариация функционала 
(12) будет иметь следующий вид: 
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оптимизируемого функционала J по соот-
ветствующим функциям в момент конца 
активного участка t = tк; λ1к, λ2к, λ3к, λ4к − 
значения функций λ1, λ2, λ3, λ4 в конце ак-
тивного участка t = tк. 

Группируя члены выражения (27), со-
держащие одинаковые вариации функций 
δVхк; δVук; δхк; δук, получаем 

1 2

3 4

5

1
.

к

o

к хк к ук
хк ук

к к к к
к к

t

i
i ii t

J JF V V
V V

J Jх у
х у

H d H q dt
q dt q

δ λ δ λ δ

λ δ λ δ

δ
=

  ∂ ∂
= + + + +    ∂ ∂   

   ∂ ∂
+ + + + +   ∂ ∂   

  ∂ ∂
+ − ⋅  ∂ ∂  
∑∫ 

  (28) 

Полагая, что существует внутренний 
экстремум функционала (28), найдем его из 
условия 

δF = 0. 

Для того чтобы вариация (28) обрати-
лась в нуль, необходимо, чтобы варьируе-
мые функций qi (Vх; Vу; x; y) удовлетворяли 
уравнениям Эйлера-Лагранжа 

0 ,
i i

H d H
q dt q

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ 

          (29) 

а множители Лагранжа λi были выбраны 
таким образом, чтобы на правом конце ин-
тегрирования выполнялись соотношения 
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 (30) 

Система уравнений (30) является необ-
ходимым условием экстремума функцио-
нала (13). 

Уравнения Эйлера-Лагранжа (29) для 
функционала (13) зависят от вида уравне-
ний связи. Для уравнений связи (10) они 
запишутся в следующем виде: 
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Решая уравнение (35), находим 
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Система уравнений экстремальной тра-
ектории может быть записана так: 
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Граничные условия на правом конце ин-
тегрирования: 
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(38) 

Система уравнений (37) совместно с 
начальными условиями движения точки 
переменной массы в начальный момент 
времени и граничными условиями на пра-
вом конце (38) дает полное решение по-
ставленной задачи. При этом программа 
тангажа ϕ = ϕ(t), определяемая уравнением 
(36), не может быть получена в явном виде, 
так как система линейных дифференциаль-

ных уравнений (31)−(35) с переменными 
коэффициентами (х; у) в явном виде не раз-
решается относительно множителей Ла-
гранжа λi. Для нахождения экстремальной 
траектории необходимо подобрать такие 
начальные значения множителей Лагранжа 
λiо, которые в конце интервала интегриро-
вания обеспечат граничные условия (39). 
Подбор множителей Лагранжа λiо может 
быть осуществлен применением каких-
либо итерационных методов. 

На практике в ряде случаев активный 
участок траектории имеет незначительную 
протяженность. В этом случае нахождение 
экстремальной траектории упрощается в 
связи с возможностью введения упрощений 
в управления связи. Рассмотрим ту же за-
дачу определения такой траектории точки 
переменной массы в центральном гравита-
ционном поле, которая обеспечивает экс-
тремум функционалу 

J = ƒ(xк; ук; Vхк; Vук),              (39) 
зависящему от кинематических параметров 
движения в конце активного участка траек-
тории. Интервал времени [to; tк], на котором 
ищем экстремальную траекторию, также 
будем считать заданным. 

Заменим дифференциальные уравнения 
связи (10) соответствующими упрощенны-
ми уравнениями (9) 
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где  ν2=g0/R. 

Вводя в рассмотрение эквивалентный 
функционал 
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с учетом изложенного выше выясним, что 
необходимое условие экстремума функци-
онала (41) (обращение в нуль первой вари-
ации) потребует, чтобы функции qi (Vх; Vу; 
x; y) и λi (i=1, 2, 3, 4) удовлетворяли урав-
нениям Эйлера-Лагранжа 

(31) 
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Одновременно получим граничные усло-
вия на правом конце интегрирования tк: 
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(43) 

Уравнения Эйлера-Лагранжа для функ-
ционала (41) таковы: 
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Из уравнения (48) получаем оптималь-
ную программу тангажа 

                       2

1

arctan .λϕ
λ

=                   (49) 

Система уравнений (44)−(47) представ-
ляет собой систему линейных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффи-
циентами и может быть проинтегрирована. 

Продифференцировав уравнения (44) и 
(45) и используя уравнения (46) и (47), по-
лучим 

𝜆1̈ = �̇� = −𝜆1 ∙ 𝑣2;  (50) 
2

2 4 22 .λ λ λ ν= − =    (51) 

Составляя соответствующие характери-
стические уравнения 

𝑃12 = −𝑣2;           (52) 
2 2
2 2Р ν=                  (53) 

и решая их, найдем корни характеристиче-
ских уравнений 

11 12; ;Р i P iν ν= = −     (54) 

21 222 ; 2 .P Pν ν= = −         (55) 

Общие решения однородных дифферен-
циальных уравнений (50), (51) могут быть 
представлены в виде 

     𝜆1 = 𝑓1 cos 𝑣𝑡 + 𝑓2sin 𝑣𝑡;                    (56) 

2 3 4 ,t tf e f eω ωλ −= +                  (57) 

где ƒ1, ƒ2, ƒ3, ƒ4 – некоторые постоянные 
коэффициенты; 2 .ω ν=  

Учитывая (44), (45), получим выражения 
для λ3 и λ4 

𝜆3 = 𝑓1𝑣 sin 𝑣𝑡 − 𝑓2𝑣 cos 𝑣𝑡;  (58) 

4 3 4 .t tf e f eω ωλ ω ω −= − +   (59) 

Определим постоянные ƒ1, ƒ2, ƒ3, ƒ4 в 
уравнениях (56)−(59). Используя граничные 
условия на правом конце интегрирования 
(43), для множителей Лагранжа можно за-
писать 
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Решая систему уравнений (60) относи-
тельно ƒ1, ƒ2, ƒ3, ƒ4, получаем 
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      (61) 

Оптимальная программа тангажа (49), 
обеспечивающая экстремум функционалу 
(41) с учетом выражений (56), (57), (61), 
может быть представлена в виде 
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В этом случае система уравнений экс-
тремальной траектории будет записана 
в следующем виде:
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    (63) 

Система уравнений (63) при начальных 
условиях, определяющих движение мате-
риальной точки переменной массы m с мо-
ментом t=tо, полностью определяет экстре-
мальную траекторию этой точки. 

Выражение для оптимальной программы 
тангажа при упрощенных выражениях для 
компонент ускорения земного тяготения (8) 
аналогично результатам, полученным 
Д.Е. Охоцимским и Т.М. Энеевым при ре-
шении задачи по определению оптимально-
го управления ϕ(t), обеспечивающего мак-
симальную горизонтальную скорость в 
конце активного участка t=tк на заданной 
высоте h=hк, и является обобщением полу-
ченных ими результатов для произвольно 
заданного функционала, зависящего от ки-
нематических параметров конца активного 
участка траектории. 

Дальнейшее упрощение уравнений экс-
тремальной программы тангажа, обеспечи-
вающей экстремум функционалу типа (12), 
может быть проведено для плоскопарал-
лельного поля по методике, приведенной 
выше. В этом случае формула для опреде-
ления оптимальной программы тангажа 
имеет следующий вид: 
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             (64) 

что также подтверждается результатами, по-
лученными Д.Е. Охоцимским и Т.М. Энее-
вым, Д.Ф. Лоуденом и В.Д. Фридом. 

Условие Лежандра-Клебша. Уравнения 
Эйлера-Лагранжа, получаемые из равенства 
нулю первой вариации, являются необхо-
димым условием экстремума. Для сужде-
ния о максимальном или минимальном 
значении некоторого заданного функцио-
нала на экстремальной траектории так же, 
как и при нахождении максимума (мини-
мума) функций, необходимо определить 
знак второй вариации. Условие Лежандра- 
Клебша является дополнительным необхо-
димым условием существования экстрему-
ма и определяет его вид. Условие Ле-
жандра-Клебша гласит: для того чтобы 
функционал 
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достигал вдоль экстремали максимума, 
необходимо выполнение вдоль экстремали 
условия  

2

1 1
0 .

n n

i к
i к i к

F y y
y y

δ δ
= =

∂
≤

∂ ∂∑∑  
 

 (66) 

Для реализации минимума необходимо, 
чтобы вдоль экстремали выполнялось усло-
вие 
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Как мы предполагали выше, рассматри-
ваемый нами  функционал  
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x y
t

F J H x y V V dt= + ∫           (68) 

линеен относительно первых производных 
координат и скоростей, и получить вторую 
вариацию, а следовательно, и какие-либо 
суждения о максимуме или минимуме 
функционала (68), достигаемом на экстре-
мальной траектории, не представляется 
возможным. 



 

При решении задач нахождения опти-
мальных траекторий космических лета-
тельных аппаратов в число варьируемых 
функций уі необходимо включать управле-
ние u величиной и направлением вектора 
тяги. При этом необходимым условием 
максимального значения экстремума функ-
ционала является выполнение вдоль экс-
тремали между угловыми точками неравен-
ства 

2

1 1
0 ,

n n

i к
i к i к

Fe δη δη
η η= =

∂
= ≤

∂ ∂∑∑        (69) 

а необходимым условием минимального 
значения экстремума функционала будет 
являться выполнение вдоль экстремали 
между угловыми точками неравенства 

2

1 1
0 ,

n n

i к
i к i к

Fe δη δη
η η= =

∂
= ≥

∂ ∂∑∑      (70) 

где n – количество варьируемых функций; 
ηі, ηк – варьируемые функции. 

Отсутствие знака равенства в выражени-
ях (69), (70) соответствует усиленному 
условию Лежандра-Клебша. 

В нашем случае при оптимизации функ-
ционала вида (68) и при уравнениях связи 
(10), (40) функцию Лежандра-Клебша (69), 
(70) (обозначим ее через е) можно записать 
в следующем виде: 

25 5

1 1
,i к

i к i к

Fe δη δη
η η= =

∂
=

∂ ∂∑∑      (71) 

где 1 2 3 4 5; ; ; ; .x yV V x уη η η η η ϕ= = = = =    (72) 

Раскрывая выражение (71) с учетом (68), 
(10), (12), (14) и предполагая, что суще-
ствуют только первые производные от 
функционала (10), непрерывные на отрезке 
[to; tк], получим 

( )2
1 2( cos sin ) .e λ ϕ λ ϕ δϕ= +       (73) 

С учетом уравнения Эйлера-Лагранжа 
(35) будем иметь 

е=λ1 /cosφ  (74) 

или 

е=λ2 /sinφ.  (75) 

Используя выражения (69)−(75), можно 
сделать следующие выводы: 

1. Оптимальные программы тангажа, 
обеспечивающие максимальное значение 
функционала (68), должны удовлетворять 
на отрезке [to; tк] условию 

 
        (76) 

или 

2 0.
sin
λ
ϕ
≤      (77) 

2. Оптимальные программы тангажа, 
обеспечивающие минимальное значение 
функционала (68), должны удовлетворять 
на отрезке [to; tк] условию 

1 0
cos
λ
ϕ
≥      (78) 

или 

2 0.
sin
λ
ϕ
≥      (79) 

Из условий (76), (78) следует, что при 
разгоне КЛА, когда программа тангажа на 
отрезке времени [to; tк] лежит в диапазоне 

,
2 2
π πϕ− ≤ ≤ +  максимальное значение 

функционала (68) реализуется при 

1 0,λ ≤    (80) 

а минимальное – при 
 

1 0λ ≥    (81) 
независимо от вида функции J, подлежа-
щей оптимизации (будь то высота апогея, 
скорость в конце активного участка, энер-
гия, большая полуось, период обращения, 
эксцентриситет и т.д.). 

При решении задач космической балли-
стики, связанных с торможением космиче-
ского аппарата (спуск с орбиты, переход с 
круговой орбиты большой высоты на эллип-
тическую орбиту с минимальной высотой 
перигея и т.д.), когда программа тангажа на 
отрезке времени [to; tк] лежит в диапазоне 

3 ,
2 2
π πϕ≤ ≤  максимальное значение функ-

ционала (68) обеспечивается при 

1 0,λ ≥    (82) 



 

а минимальное – при 

1 0.λ ≤    (83) 

Из условий (77), (79), аналогичных усло-
виям (76), (78), следует, что при прохожде-

нии программы тангажа ϕ через 0 или 
2
π  

параметр λ2 должен также изменять свой 
знак на обратный, т.е. проходить через 
нуль. Этот же вывод можно сделать с по-
мощью (36). 

При рассмотрении экстремальной траек-
тории КЛА в центральном гравитационном 
поле при упрощенном представлении уско-
рения земного тяготения (10) упрощаются 
уравнения движения (40), а выражение для 
множителей Лагранжа λi может быть полу-
чено в конечном виде. Используя (56) и 
(61), получим выражение для  λ1 

( ) ( )1
1cos sinк к

xк к

J Jt t t t
V x

λ ν ν
ν

 ∂ ∂
= − − + − ∂ ∂ 

.  (84) 

В этом случае выражение для функции 
Лежандра-Клебша е запишется в следую-
щем виде: 

− при реализации минимума функциона-
ла 

( ) ( )1cos sin
0;

cos

к к
xк к

J Jt t t t
V x

e
ν ν

ν
ϕ

 ∂ ∂
− − + − ∂ ∂ = ≥  (85) 

− при реализации максимума функцио-
нала 

( ) ( )1cos sin
0.

cos

к к
xк к

J Jt t t t
V x

e
ν ν

ν
ϕ

 ∂ ∂
− − + − ∂ ∂ = ≤  (86) 

При определении экстремальной траек-
тории КЛА в плоскопараллельном поле 
уравнение для λ1 значительно упрощается: 

( )1 к
xк к

J J t t
V x

λ
 ∂ ∂

= − + − ∂ ∂ 
 −       (87) 

и выражение для функции е записываем 
в следующем виде: 

– при реализации минимума 
 

( )
0;

cos

k
xk k

J J t t
V x

e
ϕ

 ∂ ∂
− + − ∂ ∂ = ≥  (88) 

 – при реализации максимума 

( )
0.

cos

k
xk k

J J t t
V x

e
ϕ

 ∂ ∂
− + − ∂ ∂ = ≤  (89) 

Рекомендации по решению задач на 
ЭВМ. Из полученных уравнений экстре-
мальной траектории (37) следует, что при 
заданных начальных условиях движения хо; 
уо; Vxo; Vуо экстремальная траектория, обес-
печивающая минимум (или максимум) не-
которого функционала J, может быть легко 
получена в результате интегрирования 
уравнений (37). 

Единственная трудность при решении 
этой задачи состоит в определении на ле-
вой границе интегрирования (при t=to) та-
ких значений множителей Лагранжа λio, 
которые обеспечат выполнение граничных 
условий на правом конце интегрирования, 
т.е. обеспечат в момент t = tk выполнение 
условия 

1 2 3 4; ; ; .k k k k
xk yk k k

J J J J
V V x y

λ λ λ λ
∂ ∂ ∂ ∂

= − = − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

   (90) 

Производные от функционала J по ки-
нематическим параметрам конца активного 
участка траектории в большинстве случаев 
могут быть представлены в конечном виде 
в качестве явных зависимостей от парамет-
ров хk, yk, Vxk, Vyk. Несмотря на это, полу-
чить численные значения этих производ-
ных до проведения численного интегриро-
вания траектории не представляется воз-
можным, так как параметры конца активного 
участка (а следовательно, и функционал J) 
зависят от программы тангажа ϕ=ϕ(t), ко-
торая, в свою очередь, зависит от парамет-
ров конца активного участка траектории 
(36)−(38). Для решения задачи может быть 
применен какой-либо инерционный метод. 

Рассмотрим методику решения задачи на 
электронно-вычислительной машине. 

Параметры движения точки переменной 
массы на активном участке траектории 
определяются в результате численного ин-



 

тегрирования системы дифференциальных 
уравнений движения (37). Для получения 
экстремальной траектории, т.е. начальных 
значений множителей Лагранжа λio, обес-
печивающих экстремум функционала J, 
может быть предложена следующая схема 
решения задачи (метод попеременного ин-
тегрирования): 

1. Задаются начальные условия движе-
ния точки переменной массы в момент t=to 

xo, yo, Vxo, Vyo. 

2. Задается программа тангажа 

         ϕ =ϕо=const                (91) 

или 

.o tϕ ϕ ϕ= +        (92) 

Значения параметров oϕ  или oϕ и ϕ  вы-
бирают исходя из физической сущности 
процесса и задают заранее. 

Например: 
− при старте с орбиты ожидания с вы-

бором экстремальной траектории, реализу-
ющей максимум высоты апогея на новой 
орбите или максимум скорости на сфере 
действия и т.п., на активном участке траек-
тории может быть принята программа тан-
гажа 

ϕ = 0; 

− при сходе с круговой или эллипти-
ческой орбиты и  выборе экстремальной 
траектории, реализующей максимальный 
угол входа в атмосферу или минимальную 
угловую дальность от точки старта до точ-
ки приземления, 

ϕ = 180о. 
3. Проводится прямое численное инте-

грирование уравнений движения КЛА как 
точки переменной массы совместно с урав-
нениями Эйлера-Лагранжа (37) при началь-
ных условиях и программе тангажа вида 
(93) или (92) от момента t=to до момента 
t=tk. В конце активного участка траектории 
t=tk получаем параметры движения 

' ' ' ', , , .k k xk ykx y V V  

4. По полученным параметрам конца 
активного участка траектории рассчиты-

ваем численное значение функционала    
J =J' и соответствующие производные 
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В результате получаем первое прибли-
жение для множителей Лагранжа на правом 
конце интегрирования 

  
' ' ' '

' ' ' '
1 2 3 4' ' ' '; ; ; .k k k k

xk yk k yk

J J J J
V V x y

λ λ λ λ
∂ ∂ ∂ ∂

= − = − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

  (94) 

5. Проводим обратное интегрирование 
системы уравнений движения КЛА сов-
местно с уравнениями Эйлера-Лагранжа 
"справа-налево" (от t=tk до t=to) с экстре-
мальной программой тангажа вида (36). 
При этом в качестве начальных условий 
для интегрирования системы (37), опреде-
ляющей экстремальную траекторию КЛА, 
принимаем параметры движения КЛА и 
множители Лагранжа (94) в конце активно-
го участка траектории, полученные при 
"прямом" интегрировании системы (37). 

Интегрирование проводится с отрица-
тельным шагом. 

6. В результате интегрирования полу-
чаем первое приближение множителей Ла-
гранжа λio на левом конце интегрирования 
при t=to и параметры движения КЛА в этот 
момент ( )yoxooo VVyx  ,,, , которые не совпа-
дут с заданными начальными условиями 
движения. 

7. Проводим прямое интегрирование 
уравнений движения КЛА совместно с 
уравнениями Эйлера-Лагранжа (37) от мо-
мента t=tо до t=tk с экстремальной програм-
мой тангажа, определяемой уравнением 
(36) при начальных условиях движения и 
начальных значениях множителей Лагран-
жа λio, полученных при "обратном" инте-
грировании согласно п. 6. 

8. По полученным параметрам конца 
активного участка траектории на момент 
t=tk ( )'' '' '' '', , ,k k xk ykx y V V  определяем второе при-
ближение: 

− для функционала 

J = J''; 



 

− для множителей Лагранжа на пра-
вом конце интегрирования 

'' '' '' ''
'' '' '' ''

1 2 3 4'' '' '' ''; ; ; .k k k k
xk yk k k

J J J J
V V x y

λ λ λ λ
∂ ∂ ∂ ∂

= − = − = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

   (95) 

9. Проводим проверку окончания вы-
бора экстремальной траектории, реализу-
ющей максимум (минимум) функционала J. 
Конец расчета наиболее логично опреде-
лять до достижения максимума (минимума) 
функционала J с заданной точностью 

1j jJ J ε+∆ = − ≤ ,  (96) 

где jJ  −  значение функционала J 
при предыдущем расчете; 

 1jJ +  −  значение функционала J 
при последующем расчете. 

10. В случае невыполнения условия 
(96) продолжаем попеременное интегри-
рование до тех пор, пока оно не будет удо-
влетворено. 

Результаты расчетов экстремальных тра-
екторий показывают хорошую сходи-
мость решений задачи: экстремальная 
траектория с почти абсолютной точностью 
ε ≅ 0 достигается за 4-5 прямых и обратных 
расчетов. 

При отыскании экстремальной траекто-
рии КЛА в центральном гравитационном 
поле при упрощенном представлении по-
тенциала (8) упрощаются уравнения экс-
тремальной траектории (63), а программа 
тангажа выражается в конечном виде через 
параметры конца активного участка (67). 
Это приводит к значительному упрощению 
в определении экстремальной программы 
тангажа, так как в этом случае нет необхо-
димости в определении множителей Ла-
гранжа. 

Проинтегрировав активный участок тра-
ектории, рассчитываем производные от 
функционала J по параметрам конца актив-
ного участка xk, yk, Vxk, Vyk и согласно (62) 
определяем экстремальную программу тан-
гажа ϕ в любой момент времени на отрезке 
[to; tk]. 

При постановке этой задачи на ПЭВМ 
удобно применить следующий метод по-
следовательных приближений: 

1. При заданных начальных условиях 
движения так же, как было предложено 

выше, проводится численное интегрирова-
ние системы уравнений движения при ис-
пользовании некоторой, заданной произ-
вольным образом программы тангажа вида 
(91) или (92) до момента t=tk. 

2. По параметрам конца активного 
участка рассчитываются численное значе-
ние функционала J = J' и соответствующие 
производные 
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которые подставляем в выражение для экс-
тремальной программы тангажа (62). 

3. Проводим интегрирование уравне-
ний движения КЛА от момента t=tо до t=tk с 
использованием экстремальной программы 
тангажа (62) и учетом (97). 

4. По уточненным параметрам движе-
ния в конце активного участка уточняем 
значение функционала J=J'' и соответству-
ющих производных (97). 

5. Осуществляем проверку окончания 
выбора экстремальной траектории согласно 
условию (96). 

6. Проводим несколько расчетов с 
дальнейшим уточнением функционала J и 
его производных вплоть до выполнения 
условия (96). 

Суммарное время проведения итераций 
примерно в 2-3 раза меньше, чем при 
нахождении экстремальной траектории в 
случае точного задания потенциала для 
центрального гравитационного поля (37). 

При решении некоторых задач, в кото-
рых активный участок траектории косми-
ческого аппарата короткий как по продол-
жительности, так и по дальности, может 
быть использована программа тангажа вида 
(64), обеспечивающая экстремум функцио-
налу J в плоскопараллельном поле. Очевид-
но, что в этом случае итерационный про-
цесс при выборе экстремальной траектории 
ничем не отличается от предложенного 
выше для случая центрального гравитаци-
онного поля с упрощениями в компонентах 
ускорения земного тяготения (8). Несмотря 
на то, что экстремальная программа танга-
жа вида (62)−(64) получена для случая 
определенных упрощений в уравнениях 
движения КЛА, применение этих программ 
не следует резко ограничивать. 



 

В частности, расчет любой траектории 
может быть проведен с предлагаемой про-
граммой тангажа (62)−(64). При этом рас-
чет параметров движения может быть осу-
ществлен в результате решения точных 
уравнений движения. Полученная траекто-
рия будет являться определенным прибли-
жением к экстремальной. Применение про-
граммы тангажа того или иного вида из 
(36), (62)–(64) должно быть обосновано в 
каждом конкретном случае исходя из дли-
тельности активного участка, затрат ма-
шинного времени и необходимости доста-
точно точного приближения к экстремаль-
ной траектории. 
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